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《断裂 与 损伤 力学 ) 是 反映 作者 科研 成 果 的 学 术 专著 。 其 内 容 包 括 : 二 维 
驻 止 裂纹 断裂 力学 解析 变 分 解法 ;三 维 驻 止 裂 纹 断 裂 力 学 能 量 差 率 闭合 解 
法 ;扩展 裂纹 断裂 力学 问题 的 损伤 力学 分 析 ; 材 料 抗 断裂 性 能 中 尺寸 效应 的 
理论 分 析 ; 复 合 材 料 层 合 结构 分 层 问 题 的 断裂 力学 分 析 。 此 外 ,为 了 方便 读 
者 ,本 书 还 扼要 介绍 了 断裂 力学 与 损伤 力学 的 基本 原理 。 以 上 关于 断裂 力学 
方面 的 创新 成 果 曾 获 国家 级 科技 进步 三 等 奖 与 部 委 级 科技 进步 一 、 二 等 奖 。 

本 专著 适用 于 从 事 飞行 器 及 地 面 设 备 结构 损伤 容 限 与 耐久 性 设计 的 工 
程 技术 人 员 ,科研 人 员 以 及 固体 力学 .航空 航天 与 机 械 等 专业 的 研究 生 。 
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国防 科技 工业 是 国家 战略 性 产业 ,是 国防 现代 化 
的 重要 工业 和 技术 基础 ,也 是 国民 经 济 发 展 和 科学 技 
术 现 代 化 的 重要 推动 力量 。 半 个 多 世纪 以 来 ,在 党 中 
央 、 国 务 院 的 正确 领导 和 亲切 关怀 下 ,国防 科技 工业 广 
大 干部 职工 在 知识 的 传承 .科技 的 攀登 与 时 代 的 洗礼 
中 ,取得 了 举世 瞩目 的 辉煌 成 就 ;研制 \. 生 产 了 大 量 武 
器 装备 ,满足 了 我 军 由 单一 陆军 ,发 展 成 为 包括 空军 、 
海军 ,第 二 炮兵 和 其 他 技术 兵种 在 内 的 合成 军队 的 需 
要 ,特别 是 在 尖端 技术 方面 ,成 功 地 掌握 了 原子 弹 、 氢 
弹 、 洲 际 导弹 、 人 造 卫星 和 核潜艇 技术 ,使 我 军 拥有 了 
一 批 克 敌 制 胜 的 高 技术 武器 装备 ,使 我 国 成 为 世界 上 
少数 几 个 独立 掌握 核 技术 和 外 层 空间 技术 的 国家 之 
一 。 国 防 科技 工业 沿 着 独立 自主 、 自 力 更 生 的 发 展 道 
路 ,建立 了 专业 门类 基本 齐全 ,科研 、 试 验 、 生 产 手段 基 
本 配套 的 国防 科技 工业 体系 , 黄 定 了 进行 国防 现代 化 
建设 最 重要 的 物质 基础 ;掌握 了 大 量 新 技术 .新 工艺 ， 
研制 了 许多 新 设备 .新 材料 ,以 “两 弹 一 星 ”“ 神 舟 ” 号 
载 人 航天 为 代表 的 国防 尖端 技术 ,大 大 提高 了 国家 的 
科技 水 平和 竞争 力 , 使 中 国 在 世界 高 科技 领域 占有 了 
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一 席 之 地 。 十 一 届 三 中 全 会 以 来 ,伴随 着 改革 开放 的 
伟大 实践 ,国防 科技 工业 适时 地 实行 战略 转移 ,大 量 军 
工 技术 转向 民用 ,为 发 展 国民 经 济 作出 了 重要 贡献 。 
国防 科技 工业 是 知识 密集 型 产业 ,国防 科技 工业 
发 展 中 的 一 切 问 题 归 根 到 底 都 是 人 才 问 题 。50 多 年 
来 ,国防 科技 工业 培养 和 造就 了 一 支 以 “两 弹 一 星 ” 元 
勋 为 代表 的 优秀 的 科技 人 才 队伍 ,他 们 具有 强烈 的 爱 
国 主义 思想 和 艰苦 奋斗 .无私 奉献 的 精神 , 勇 挑 重担 ， 
敢于 攻关 ,为 闲 登 国防 科技 高 峰 进 行 了 创造 性 劳动 ,成 
为 推动 我 国 科技 进步 的 重要 力量 。 面 向 新 世纪 的 机 遇 
与 挑战 ,高 等 院 校 在 培养 国防 科技 人 才 ，, 传 播 国 防 科技 
新 知识 、 新 思想 ,攻克 国防 基础 科研 和 高 技术 研究 难题 
当中 ,具有 不 可 替代 的 作用 。 国 防 科 工 委 高 度 重视 ， 积 
极 探索 ,锐意 改革 ,大 力 推进 国防 科技 教育 ,特别 是 高 


等 教育 事业 的 发 展 。 


高 等 院 校 国防 特色 专业 教材 及 专著 是 国防 科技 人 
才 培 养 当中 重要 的 知识 载体 和 教学 工具 ,但 受 种 种 客 
观 因素 的 影响 , 现 有 的 教材 与 专著 整体 上 已 落后 于 当 
今 国防 科技 的 发 展 水 平 ,不 适应 国防 现代 化 的 形势 要 
求 ,对 国防 科技 高 层次 人 才 的 培养 造成 了 相当 不 利 的 
影响 。 为 尽快 改变 这 种 状况 ,建立 起 质量 上 乘 、 品 种 齐 
全 ,特点 突出 、 适 应 当代 国防 科技 发 展 的 国防 特色 专业 
教材 体系 ,国防 科 工 委 全 人 额 资助 编写 、 出 版 200 种 国防 
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特色 专业 重点 教材 和 专著 。 为 保证 教材 及 专著 的 质 
量 ,在 广泛 动员 全 国 相 关 专 业 领 域 的 专家 、 学 者 竞投 纺 
著 工 作 的 基础 上 ,以 陈 懋 章 、 王 泽 山 、 陈 一 坚 院士 为 代 
表 的 100 多 位 专家 、 学 者 ,对 经 各 单位 精 选 的 近 550 种 
教材 和 专著 进行 了 严格 的 评审 ,评选 出 近 200 种 教材 
和 学 术 专 著 ,覆盖 航空 字 航 科学 与 技术 、 控 制 科学 与 工 
程 . 仪 器 科学 与 技术 、 信 息 与 通信 技术 .电子 科学 与 技 
R 力学、 材料 科学 与 工程 .机 械 工程 .电气 工程 兵器 
科学 与 技术 、 船 舶 与 海洋 工程 、 动 力 机 械 及 工程 热 物 
理 、 光 学 工程 .化 学 工程 与 技术 、 核 科学 与 技术 等 学 科 
领域 。 一 批 长 期 从 事 国防 特色 学 科教 学 和 科研 工作 的 
两 院 院 士 .资深 专家 和 一 线 教师 成 为 编著 者 ,他 们 分 别 
来 自 清华 大 学 、 北 京 航空 航天 大 学 、 北 京 理 工大 学 、 华 
北 工学 院 、 沈 阳 航 空 工业 学 院 、 哈 尔 滨 工业 大 学 、 哈 尔 
滨 工程 大 学 、 上 海 交 通 大 学 、 南 京 航空 航天 大 学 、 南 京 
理工 大 学 、 苏 州 大 学 、 华 东 船 舶 工业 学 院 、 东 华 理 工学 
院 、 电 子 科技 大 学 、 西 南 交 通 大 学 、 西 北 工业 大 学 、 西 安 
交通 大 学 等 ,具有 较为 广泛 的 代表 性 。 在 全 面 振 兴国 
防 科 技工 业 的 伟大 事业 中 ,国防 特色 专业 重点 教材 和 
专著 的 出 版 ,将 为 国防 科技 创新 人 才 的 培养 起 到 积极 
的 促进 作用 。 

党 的 十 六 大 提出 ,进入 21 世纪 ,我 国 进入 了 全 面 
建设 小 康 社会 、 加 快 推进 社会 主义 现代 化 的 新 的 发 展 
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阶段 。 全 面 建 设 小 康 社会 的 宏伟 目标 ,对 国防 科技 工 
业 发 展 提出 了 新 的 更 高 的 要 求 。 推 动 经 济 与 社会 发 
展 ,提升 国防 实力 ,需要 造就 宏大 的 人 才 队 伍 ,而 教育 
是 英 基 的 柱石 。 全 面 振兴 国防 科技 工业 必须 始终 把 发 
展 作为 第 一 要 务 , 落 实 科教 兴国 和 人 才 强 国 战略 ,推动 
国防 科技 工业 走 新 型 工业 化 道路 ,加 快 国防 科技 工业 
科技 创新 步伐 。 国 防 科技 工业 为 有 志 青 年 展示 才华 ， 
实现 志向 ,提供 了 缤纷 的 舞台 ,希望 广大 青年 学 子 刻苦 
学 习 科学 文化 知识 ,树立 正确 的 世界 观 、 人 生 观 、 价 值 
观 , 努 力 担 当 起 振兴 国防 科技 工业 、 振 兴 中 华 的 历史 重 
任 , 创 造 出 无 愧 于 祖国 和 人 民 的 业绩 。 祖 国 的 未 来 无 
限 美 好 ,国防 科技 工业 的 明天 将 再 创 辉煌 。 
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作者 编写 (断裂 与 损伤 力学 》 一 书 的 宗旨 是 希望 它 能 
成 为 一 部 可 以 作为 固体 力学 与 结构 设计 专业 研究 生 教 学 
参考 的 学 术 专 著 。 

断裂 力学 可 分 为 : 驻 止 裂纹 断裂 力学 与 扩展 裂纹 断 
裂 力 学 (这 是 分 类 方法 之 一 )。 

驻 止 裂纹 断裂 力学 的 研究 已 处 于 高 级 阶段 。 问 题 的 
关键 在 于 创立 出 计算 效率 高 ,适用 范围 广 的 分 析 方 法 。 
然而 扩展 裂纹 断裂 力学 的 研究 尚 处 于 初级 阶段 ,属于 破 
坏 过 程 的 研究 领域 。 这 是 固体 力学 中 的 一 大 难题 (可 与 
流体 力学 中 的 溃 流 问题 相提并论 )。 

本 书 作 者 认为 ,引入 损伤 力学 是 研究 扩展 裂纹 断裂 
力学 问题 的 一 种 有 效 途 径 。 这 也 就 是 我 们 编写 这 部 学 术 
专著 的 原因 。 

本 书 共 有 18 章 , 除 前 3 章 外 ,后 15 章 均 为 本 书 主编 
及 其 合作 者 的 研究 成 果 。 其 内 容 可 以 大 致 分 为 以 下 5 3, 

D 二 维 驻 止 裂纹 断裂 力学 的 解析 变 分 解法 ; 

D 三 维 驻 止 裂纹 断裂 力学 的 能 量 差 率 闭合 解法 ; 

@ 扩展 裂纹 断裂 力学 的 损伤 力学 研究 ; 

图 材料 抗 断裂 性 能 的 固体 力学 研究 ，; 

O 复合 材料 层 合 结构 分 层 力 学 研究 。 

由 于 以 上 研究 成 果 比 较 系 统 、 全 面 , 因 此 这 部 专著 可 
以 作为 固体 力学 、 结 构 设 计 与 机 械 设 计 等 有 关 专 业 研 究 
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生 的 参考 书 。 

驻 止 裂纹 断裂 力学 的 研究 方法 大 体 上 可 以 分 为 : 解 
析 和 解法 、 数 值 解法 、 解 析 - 数 值 解法 与 工程 闭合 解法 。 

众所周知 ,解析 解法 的 优点 是 计算 结果 准 、 计 算 效 率 
高 ,其 缺点 是 适用 范围 窄 ;而 数值 解法 的 优点 是 适用 范围 
宽 、 计 算 精度 高 ,其 缺点 是 计算 效率 低 。 

本 书 作者 在 研究 二 维 驻 止 裂纹 断裂 力学 中 ,提出 了 
一 种 解析 数值 解法 ,也 可 称 为 解析 变 分 解法 。 这 种 解法 
兼 有 解析 解法 与 数值 解法 的 优点 , 即 计 算 精 度 高 ,计算 效 
率 高 ,而 且 适 用 范围 宽 。 

本 书 作 者 在 研究 三 维 驻 止 裂纹 断裂 力学 中 提出 了 一 
种 工程 闭合 解法 ,这 就 是 能 量 差 率 闭合 解法 。 这 种 解法 
的 优点 是 可 充分 利用 二 维 成 果 求 解 三 维 问题 。 它 的 计算 
效率 相当 高 ,计算 精度 在 多 数 情 况 下 满足 工程 需求 ,同时 
其 适用 范围 随 二 维 成 果 的 丰富 而 不 断 扩大 。 

扩展 裂纹 断裂 力学 的 研究 虽然 已 经 取得 了 显著 成 
果 ，, 但 尚 远 不 及 驻 止 裂纹 的 情况 。 目 前 ,在 工程 上 还 是 依 
靠 实验 手段 与 经 验 公式 的 方法 解决 实际 问题 。 

本 书 作者 在 损伤 力学 基本 理论 研究 中 还 提出 了 一 种 
描述 各 向 异性 损伤 的 结构 力学 模型 ,并 由 此 建立 了 计 及 
各 向 异性 损伤 耦合 效应 的 本 构 关 系 以 及 损伤 演化 方程 ， 
形成 了 损伤 力学 新 的 理论 体系 。 

本 书 作者 在 扩展 裂纹 的 损伤 力学 研究 中 ,进行 了 有 裂 
纹 尖 端 场 耦合 渐 近 分 析 , 并 得 到 了 重复 加 载 与 单调 加 载 
下 裂纹 扩展 加 率 的 解析 表达 式 , 使 裂纹 扩展 速率 的 研究 
由 经 验 公 式 的 水 平 上 升 到 理论 分 析 的 高 度 。 
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在 材料 抗 断裂 性 能 的 研究 中 ,首次 建立 了 考虑 断裂 
韧 度 与 裂纹 扩展 阻力 曲线 厚度 效应 的 力学 模型 ,并 通过 
实验 研究 与 理论 分 析 分 别提 出 了 含 裂 纹 板 当量 平面 应 变 
区 相对 厚度 的 经 验 公式 与 理论 公式 ,大 量 地 节省 了 实验 
费用 与 工作 量 。 在 这 一 研究 中 ,还 提出 了 疲劳 裂纹 萌生 
寿命 与 扩展 寿命 预 估 的 损伤 力学 一 -有限 单元 附加 载荷 
数值 解法 ,将 疲劳 裂纹 萌生 与 扩展 寿命 的 预报 统一 在 损 
伤 力学 理论 框架 之 内 。 . I 

在 复合 材料 层 合 结构 分 层 力学 的 研究 中 ,作者 发 展 
了 在 金属 材料 断裂 力学 研究 中 所 提出 的 解析 变 分 方法 与 
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第 1 章 二 维 线 弹 性 断裂 力学 


分 析 的 解析 方法 


各 向 同性 二 维 线 弹性 断裂 力学 的 分 析 是 以 相应 弹性 理论 作 基 
础 的 。 为 此 ,首先 列 出 有 关 基 本 方程 与 边界 条 件 ,并 应 用 复 变 函 数 
方法 ,导出 通 解 ; 然 后 ,在 此 基础 上 ,建立 满足 裂纹 表面 静 力 边界 条 
件 与 位 移 单 值 条 件 的 含 内 部 裂纹 二 维 问题 的 通 解 ; 最 后 ,根据 这 一 
通 解 给 出 在 无 限 大 尺 才情 况 下 内 部 裂纹 问题 的 全 场 解 析 解 与 裂纹 
尖端 近 场 解 。 


1.1 弹性 理论 平面 问题 力 法 支配 方程 


1.1.1 平衡 方程 、 相 容 方程 与 本 构 关系 


平面 问题 的 平衡 方程 具有 如 下 形式 : 


90w ,90. CT"1) 


G, = Ory 
式 中 ,o= 与 cv 为 正 应 力 分 量 ;a。 与 cx 为 切 应 力 分 量 ;F- 与 F, 则 
为 体力 分 量 。 

在 以 上 三 个 平衡 方程 中 存在 四 个 应 力 分 量 。 从 力 法 看 ,这 是 
一 个 静 不 定 问题 ,需要 建立 补充 方程 ,这 就 是 相 容 方程 。 
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， 为 此 ,首先 建立 变形 几何 方程 。 平 面 问题 的 几何 方程 具有 如 
下 形式 : 


en = ai A 
一 
1/2 K 1 s 
= = [SS u Sy Z L 
ss = s, = + 32 35) 7> 


式 中 ,xx 与 xy 为 位 移 分 量 ;ez 与 ey 为 正 应 变 分 量 ;e, 二 ey 为 张 量 
切 应 变 分 量 , 且 等 于 工程 切 应 变 分 量 7 二 7 的 1/2。 
由 式 (1 -2)? 消 去 位 移 分 量 u, 与 xy, 则 可 得 平面 问题 中 三 个 应 
变 分 量 的 相 容 方程 , 即 
站 P 
Jy Ja = 2 Iz3y (1-3) 
为 了 得 到 上 述 补充 方程 , 需 将 以 应 变 分 量 表示 的 相 容 方程 
式 (1 - 3) 变 成 以 应 力 分 量 表示 的 相 容 方程 。 因 此 ,引入 本 构 关系 。 
平面 问题 的 线 弹 性 本 构 关系 具有 如 下 形式 : 
€> = EG. — noy) 


En = E On — 6.) (1-4) 


_l+» 
zy E, 


式 中 ,EE 与 为 材料 弹性 常量 ,并 有 
E v 
E, = 一 一， w = MA 
Tr Z E 
力 ) 


e ry 


1—v 
E, = E, ”n = v (平面 应 
这 里 ,EE 与» 分别 为 杨 氏 弹性 模 量 与 泊 松 比 。 
在 无 体力 情况 下 ,将 式 (1 - 4) 代 入 式 (1 - 3) ,并 利用 平衡 方程 
式 (1- 1), 可 得 平面 问题 中 以 应 力 分 量 表示 的 相 容 方程 , 即 


(+8 )o +0) =V (0n +0) =0 (l-6) 
平面 问题 的 静 力 边界 条 件 具 有 以 下 形式 : 
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Onl 十 aly = H 
ovxlz 十 aol = T, 
RP, L 与 1, 为 边界 外 法 线 的 方向 余弦 :IT: 与 T, 为 面 力 分 量 。 
在 断裂 力学 中 ,还 需 用 到 体 元 的 刚性 转动 。 在 平面 问题 中 , 体 
元 刚性 转动 o 与 位 移 分 量具 有 如 下 关系 : 


A 5) az 


1.1.2 ANBS k 2 Be A 


(1-7) 


为 了 简化 弹性 理论 平面 问题 的 求解 ,引入 应 力 函 数 A。 在 无 
体力 的 情况 下 ,A 与 应 力 分 量具 有 如 下 关系 : 
=2A oA 

E > = 2= 


(1-9) 


于 是 ,平衡 方程 式 (1 - 1) 在 无 体力 的 情况 下 变 为 恒等式 ,而 相 
容 方程 式 (1 - 6) 具 有 如 下 形式 : 
VVvVA=0 (1-10) 
式 (1 -10) 就 是 弹性 理论 平面 问题 的 力 法 支配 方程 , 它 是 应 力 函 数 
A 的 双 调 和 方程 。 


边界 上 外 法 线 方向 余弦 可 以 写成 
= 8, 一 dz 
L=, ,=--{ a-11) 


式 中 ,* 为 沿边 界 的 曲线 坐标 。 由 式 (1 - 9), 可 将 静 力 边界 条 件 
式 (1 -7) 用 应 力 函数 A 表示 为 
a 13A 3A 
去 (为 ) T. (2) T, Qq=12) 
由 式 (1 - 10) 求 得 满足 式 (1 - 12) 的 应 力 函 数 A 后 , 即 可 由 


式 (1 - 9) 通过 微分 求 得 应 力 分 量 , 再 由 式 (1 - 4) 确 定 应 变 分 量 , 然 
3 
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后 由 式 (1 - 2) 通 过 积分 导出 位 移 分 量 表达 式 。 现 推导 如 下 : 


由 式 (1 -2) 的 第 一 、 二 两 式 , 可 知 


N: = | esdy+ fa 
将 上 式 代 入 式 (1 - 2) 的 第 三 式 , 有 
FD +g (Cy) = T(r,y) 
式 中 , 卫 为 已 知 函 数 , 且 
IEn ge,, 
r= 26, | dr — | edy 
由 式 (1 -3) ,容易 证 明 
r Peny Pen PE 
axzgay “aray 9y Ər 
积分 上 式 , 可 知 


T(r,y) = a(z) +B(y) 
式 中 ,a(z) 与 B(y) 分 别 为 z 与 y 的 已 知 函 数 。 
将 式 (1 -17) 代 回 式 (1 -14), 有 
f(z)—alr) =—g (y+hy) = o 
式 中 ,w 为 一 常量 。 于 是 有 


f(z) = Í a(z=)dr + ar +a 
go) = f B(y)dy — wy + b 
-将 式 (1 -19) 代 回 式 (1 -13), 可 知 
u, = f edr+| Bydy—wy+b 
Wy = | ss dy + Í a(z)dz + ar + a 
式 中 ,wa 5 b 将 由 位 移 边 界 条 件 确定 。 


(1-13) 


(1-14) 


(1-15) 


(1-16) 


G —-17) 


(1-18) 


(1-19) 


(1 -20) 
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1.2 弹性 理论 平面 问题 的 复 变 函数 通 解 


1.2.1 应 力 肖 数 的 复 变 函数 表达 式 


为 了 求解 应 力 函 数 A 所 必须 满足 的 双 调和 方程 式 (1 - 10), 
要 应 用 复 变 函数 方法 。 引 入 复 变 量 与 其 共 罗 复 变量 > , 即 
z=ztiy, 二 一 工 一 jy (1 -21) 


RP, i= I FEH 


3a _ z3 gza_9 PIE 
gr grgz ð3rðz gz gx 
3 _ az 3 az (有 2 
9y ðyðz gygz  \Əz =) 

2 r (1=22) 
3? (2 +2) 3° 3 ay 
Ix’ az ' əz) ° 3y (az oz 
p cw. IE Ee P) 
Vz 45552， V 16 3z Iz? 

于 是 , 双 调 和 方程 式 (1 - 10) 具 有 如 下 形式 : 
4 
Kas =0 (1-23) 


通过 逐次 偏 积分 ,并 考虑 到 应 力 函 数 为 实 消 数 , 可 得 A 的 通 解 为 
A= HET HPE HHE] A-244) 
由 此 可 见 , 应 力 函 数 A 可 由 两 个 复 变 函数 表示 。 


1.2.2 应 力 分 量 的 复 变 函数 表达 式 


将 式 (1 -24) 代 入 式 (1 -9), 有 
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22 CH 2 
se (z zz 地) 
2: 3? 3? 
m= (sz r. 9zgzx F. 3z? )4 
3? 3? 
"s =—i[az 37 )A 
由 上 式 可 知 
oA 
sua aksa 9zgz 


Oy — On + 2is,, = 4 Tå 
将 式 (1 - 24) 代 入 式 (1 -26) 和 式 (1 - 27) ,并 引入 
yz) = @ (z) 
有 
On +o, 一 2[9'(z) 十 zf(z)] = 4Rey (z) 
Oy 一 au + 2is,, = 2[zp’(z) +g (z)J 


(1-25) 


(1-26) 


GQ -27) 


(1 -28) 


(1 -29) 
(1-30) 


在 已 知 复 变 函 数 9g(z) 与 %(z) 的 情况 下 ,可 由 式 (1 -295 
式 (1 -30) 求 得 应 力 分 量 。 这 两 式 系 由 穆 斯 海里 什 维 利 (Musk- 


helishvili) 导 出 的 。 
1.2.3 位移 分 量 的 复 变 函数 表达 式 


由 式 (1 -2) 式 (1 - 4) 与 式 (1 - 9) ,可知 
gu, FA A 


ar 3y | ar’ 

ðu, _ FA A 

E, dy Ir? ç; 3y’ 
( E, j4 (Z dw) oA 
1 十 /2\ ay ar 9z9y 


引入 调和 函数 P, Bl 
P=VA 


(1-31) 


(1-32) 
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可 将 式 (1- 31) 的 前 两 式 改写 为 


E = +u) A+P 
3 zi (1-33) 
z as =- (+s) +P 
由 式 (1 - 9) 与 式 (1 - 29) ,可知 
P = 4Re @'(z) (1-34) 
B| A 3E 88 8 q KH Q, Bl 
Q = 4Im g' (z) (1-35) 
于 是 ,有 
49 (z) = P + iQ (1-36) 
设 
plz) = p+ iq (1-37) 


则 由 解析 函数 理论 ,有 


Yh == 49 = ¿29 = 
P= ia Q= =4 (=38) 


将 式 (1 - 38) 代 入 式 (1 - 33) ,并 进行 偏 积分 ,可 知 
E, 3A 4 
(r) ar t i+) tn] 
E, 2A 4 
(i Tx) = É (Tt )a+ e | 
式 中 ,万 (z) 与 gl(?) 为 积分 函数 。 将 式 (1-39) 代 人 式 (1-31) 的 
第 三 式 , 并 考虑 到 式 (1 - 38) ,有 
fila) =— g. (y) = o (1-40) 
式 中 ,w 为 常数 。 积 分 式 (1 - 40), 可 知 
f Ga) = ar + uy, gi(y)=—%eoy +u» (l-41) 
将 式 (1 - 41) 代 回 式 (1 - 39) ,可 得 
E, 3A 4 
(rrje 3 har oy F umo 


(1 - 39) 


(1- 42) 


(ire + (TH atar Hus 
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由 此 可 见 , 广 (z) 与 g1(y) 不 产生 应 变 ,而 只 提供 总 体 刚性 运动 。% 
与 ww ,uw 分 别 产 生 总 体 刚性 转动 与 刚性 移动 。 故 纯 变形 位 移 为 


(r) 给 + (r>) 
(P) z +(r Ja 
根据 式 (1- 43) ,并 考虑 式 (1 - 22) 与 式 (1- 24), 可 得 复位 移 
u, iu, 的 表达 式 , 即 
2ulu, +iu,) = kP(z) — z@' (z) — H(z) (1-44) 
AF u 为 剪 切 弹性 模 量 。 


(1 -43) 


= E, -> 
ig g 
3i 
z 1-46) 
“IT $ 


以 上 复位 移 表 达 式 也 是 由 Muskhelishvili 导出 的 。 
体 元 刚性 转动 也 可 由 复 变 函 数 表达 。 将 式 (1 - 43) 代 入 
式 (1-8), 有 


-21(39_ 9p u 
e= gli 3) (1 - 47) 
进一步 ,考虑 到 式 (1 - 37) 与 式 (1- 38), 则 式 (1 - 47) 变 成 
u= Ero 一 ?3] a -48) 
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1.3.1 满足 裂纹 表面 静 力 边界 条 件 的 解答 


图 1- 1 表示 一 个 含 内 部 裂纹 的 有 限 大 板 , 裂 纹 半 长 为 a。 
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— — — — —— —— = 


图 1-1 含 内 部 裂纹 有 限 大 板 平面 问题 


裂纹 上 .下 表面 均 为 自由 表面 ,相应 静 力 边界 条 件 为 
HO s= 0 a) = 0 
op 一 0， os | 
式 中 ,上 标 ( 十 ) 与 (一 ) 分 别 表示 裂纹 上 、 下 表面 。 
由 式 (1 - 29) 与 式 (1 - 30) 消 去 0., ,有 
ow —ios, = @ (z) +@'(z2) Hp HEE (1-50) 
为 了 简化 裂纹 表面 边界 条 件 的 表达 式 , 现 引 入 新 的 复 变 函 数 
Q(z), 即 


(1 -49) 


Q(z) = zp’ (z) + @(z) (1-51) 
于 是 , 式 (1 - 50) 可 以 改写 成 
ow — ioy = E (2) +F) + (z —z)@7(z) (1-52) 
从 而 ,裂纹 表面 静 力 边界 条 件 变 为 
POP HYOS = 0 (1-53) 
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gG) +Q GO 一 0 (1-54) 
式 中 ,对 于 裂纹 上 、 下 表面 的 点 ,z= 二 z= 二 t。 将 式 (1 - 53) #l 
AA - 54) 相 减 与 相 加 ,可 分 别 得 到 
[gm Lg 一 2500)] 一 一 0 (1-55) 
[#G) 十 CD] 十 [GD 十 2 CD] 一 一 0 (1-56) 
式 (1 -55) 表 明 , 当 x 越过 裂纹 表面 时 ,函数 p (zx) 一 Q(z) 是 
连续 函数 ,从 而 有 


N 
pe) — Q'(z) = 2g(z) = 27 Grz" (1-57) 


n=0 


式 (1 -56) 表 明 , 当 x 越过 裂纹 表面 时 ,函数 9 (zx) 十 (xz) 是 
反对 称 的 间断 函数 ,并 可 写成 
gf(z) HA (z) =2(2 — at) t f(z) = 
2(2—a) HD F,” (1-58) 


MEER (C — a) t R ik — 52 51 fE B] E PE, EAR, 由 
图 1-1 可 知 
(z — a)? =[(z—a)(z +a)]? = 
(ard tes [— (+) (1 -59) 


于 是 , 当 z 从 上 半 平 面 趋向 于 裂纹 上 表面 时 ,9 二 x,0, 一 0。 这 了 时， 
由 式 (1 - 59) ,可 知 

C — a)? = i(nr) T (1 - 60a) 
然而 , 当 > 从 下 半 平 面 趋向 于 裂纹 下 表面 时 ,0 一 一 r,4 一 0。 这 
时 ,由 式 (1 - 59) ,可 知 

(Z — a) t = ilr)? (1-60b) 
RP (z) 十 Q'(z) 的 表达 式 (1 - 58) 满 足 了 反对 称 间 断 性 的 
要 求 。 


由 式 (1 -57) 与 式 (1- 58), 有 
10 
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二 
gf(z) = (Z — a') 7 f(z) + g(z) (1-61 
D) = G — at”? fle) — gle) (1-62) 


式 中 
M 
fœ = 》 Faz", Fu 一 FI 十 iF9 (1-63) 
Ee 


N 
ge) = >  G,z", G, = GP 十 iG (1-64) 
=0 


式 中 ,上 标 (R) 与 (了 ) 分 别 表示 实 部 与 虚 部 。 
由 式 (1 - 51) 可 知 
Pa) = Q(z) — zp (z) (1-65) 
f(z) = A Cz) — 9 (2) — zg" le) (1-66) 
从 而 ,应 力 分 量 的 复 变 函数 表达 式 (1 - 29) 不 变 , 而 式 (1- 30) 将 用 
9(z) 与 Q(z) 表 示 。 于 是 有 


Gr +o, = [p (z) + g (z)] (1-67) 
ow 一 ou 十 2io = 2[ (z — z)@'(z) — (z) +(Y(x)] 
(1-68) 


考虑 到 式 (1 -61) 与 式 (1 - 62), 可 将 式 (1 - 67) 与 式 (1 - 68) 
改写 如 下 : 


ou +a, =2[ l — a)? f(z) + g(z) + 
CETDRI OE TICON a -69 
Oy — 0 + ioy =2{ (è — a) [F — f(z)]— 
Lele) +g(z)]— (z —z)[ (Z ay? f'e) 
(2 — aY zf Cz) +g (2)]} (1-70) 
式 (1 -69) 和 式 (1 - 70) 就 是 含 内 部 裂纹 板 满足 裂纹 表面 静 力 边界 
条 件 的 应 力 分 量 复 变 函 数 表达 式 。 


Q 断裂 与 强 伤 力学 


1.3.2 满足 围绕 裂纹 位 移 单 值 条 件 的 解答 


考虑 到 式 (1 - 51) ,可 将 位 移 分 量 的 复 变 函数 表达 式 (1 - 44) 
写成 以 下 形式 ， 
2z(u, +iu,) = glz) — (z —z)@'(z) 一 DGz) (1-71) 


令 
a, = 人 一 or+edz (1-72) 
有 = | -dz = l a -73) 
Ë n+1 


从 而 ,由 式 (1 - 61) 与 式 (1 - 62) ,可 得 复 变 函数 pg(z) 与 2(z) 的 表 
达 式 , 即 


M N 

pe) = > F,z,,(z) + >) GB x) (1-74) 
rie H 

Q(z) = J, Fan (z) — DG,B, (<) (1-75) 
m=0 3=0 


将 式 (1 -74) 与 式 (1-75) 代 回 式 (1- 71) ,可 得 
M N 
2u(u, +iu,) =«[ >; F,a , (z) + > Gaba (x) 二 
m=0 n=0 
M es N 
(z—z)[2) Fanz) + DGA) |] 一 
= pe 


“ 六 a 
[E Fren Cz) — 2) Ge ] (1 -76) 

应 用 分 部 积分 公式 ,可 得 以 下 关于 a,(z) 的 递 推 公式 , 即 

1 1 


an (z) = zT (e at + aza。 2(z) (1-77) 

同时 ,有 
a (z) = In (z +/Z ~a) (1 -78) 
a (z) =y —at (1 -79) 
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令 
lf m À 2k —1 2 23 
n = zl +52 prep 
2k— D! ae 3 
Bez] L a-80) 
& =0, k=0 (1-81) 
_ 1 (2k—1)!! _ 
i= z g 0) (1-82) 
m=1l (k=0) (1- 83) 
1 2 2k 2,22 | ... 
Ba zrl +s +e 
2k!!! a _ 
cr ime] C4) 
则 
an = Vz — a° &, (z) + nata (z) (1-85) 
Qa = VZ — at bo (z) (1-86) 


考虑 到 式 (1 - 85) 与 式 (1 - 86) , 1 # ZY E BJ 5 E A KRE 
式 (1-76) 可 写成 以 下 形式 : 


K K 
2pCus + iu) 一 <[V 于 一 村 > Fafa (z) 十 ao(z) > Fanaa” + 


K 


Vz — a: X Fata + X) G8.) ]- 


ʻa 
M 
G — =) [ >; 下 oa4(z) + > GB.) ]— 
n=0 


m= 


& 


K K 
[z — a > Fafa Ha) Y) Fuqua” + 


K 
z — a > F; bora (z) = > GB, Cz) | 
k= 
(1- 87) 


13 


Q 断裂 与 损伤 力学 


由 式 (1 - 78) 可 知 ,ao(z) 是 z 的 多 值 函 数 。 故 根据 位 移 单 值 
条 件 ,位 移 表 达 式 (1 -87) 中 ao(z) 的 系数 应 等 于 零 , 即 


> Fanua” = (1-88) 
从 而 , 式 (1 -87) 变 为 以 下 形式 ， 
K 
2H(z + iu,) =x[/Z — a D Fafa (z) + 
k=0 


K N 
VZ — a 2) Fan ban + 2) Gh,(z)]— 
k=0 n=0 
M N 
G@G— [> Faan) + D G8,G)]— 
K K 
[Ve 2 5) Fain DN a 51 Fan tan @) — 
k=0 k=0 


` 
> G.8,G) ] (1- 89) 
n=0 


RA -89) 即 为 满足 围绕 内 部 裂纹 的 位 移 单 值 条 件 的 位 移 分 
量 表达 式 。 应 当 指出 ,由 式 (1- 88) 与 式 (1-83), 有 


-5 Fanaa” (1-90) 


上 式 表 明 ,F。 不 是 独立 的 ， 它 是 Fa A0) — 个 线性 组 合 。 
本 节 内 容 系 由 主编 张 行 与 刘 森 和 赖 俊 彪 导出。 


1.3.3 裂纹 尖端 近 场 解 与 应 力 强 度 因 子 


首先 ,研究 裂纹 尖端 附近 的 应 力 场 。 
在 裂纹 右 端 附近 ,存在 以 下 关系 式 : 


第 ! 章 “二 维 线 弹性 断裂 力学 分 析 的 解析 方法 Ú 


z=a, z=a 
z+a = 2a, z+a = 2a 

j D ti-o 
z—a = re z—a = re 


z— < = risin 0 
将 上 式 代 入 式 (1- 69) 与 式 (1 - 70) , FREK r 趋 于 零 时 低 
于 -的 项 ,有 
ou 十 oow = 2(2a) "tr t [et fla) + et féa)] (1-92) 
ow — ow + 2io,, = 2(2a) t r? (e? [f(a) 一 
ja)] 十 isin e? fCa)} (1-93) 
令 
fa) = A+iB (1-94) 
并 将 式 (1 - 93) 分 为 实 部 与 虚 部 ,可 得 


a, 十 oo = 42a) tr + [Acos 24B sin £] (1-95) 


ow 一 ou = 2(2a) t r-t [Asin bsin 3.0— 


2 


. 3 ,0 
Bsin bcos z 2Bsin 2] (1-96) 


2c。 = 2(2a) tr? [Asin Ocos 30+ 


Bsin ĝsin Žo- 2Bcos z] (1-97) 

进一步 , 令 
K, =V/2T2(2a) 7A (1-98) 
Ku =—2=2(2a) t B (1-99) 


则 由 式 (1- 95), 式 (1 - 96) 与 式 (1- 97), 可 得 裂纹 尖端 附近 的 应 
力 场 表达 式 如 下 : 
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o. Ki cos 0 (1 Sin 人 39) 
z [nr 2 2 2 
Ky 0 0 30 
= sin + [2 + cos >cos > ) 
— ¿Ki 0 :0 90 
dy = co: 2 (1+sin 2 sin 2 )+ 
Ki in s -5 COS 30 
[nr 2 2 2 
Kı y 30 
Ory = cos z sin 2 cos 2 T 


Kies 2 sin sin 38) 


式 (1 -100) RA - 101) AR - 102) 表 明 , 有 裂纹 尖端 是 应 力 
场 奇异 点 ,奇异 性 阶 次 为 一 1/2。K 1 与 Ku 分 别称 为 工 型 与 工 型 
应 力 强 度 因 子 , 并 分 别 控制 关于 裂纹 及 其 延长 线 对 称 与 反对 称 应 


力 场 0 与 0% ,如 图 1-2 所 示 。 
然后 ,研究 裂纹 尖端 附近 的 位 移 场 。 


根据 位 移 单 值 条 件 式 (1 - 88), 可 将 位 移 分 量 的 复 变 函数 表达 


式 (1 - 89) 改 写 为 
K 
2p(z +iu,) =K / Z — a > F, [8, (z) + mia! 二 
k= 


s G,B, (z))— 


K N 
Vz’ — a 2; Forni beeni (2) > G.8.G) ) 
k n=0 
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(a) 对 称 状态 (b) 反对 称 状态 


图 1-2 平面 问题 裂纹 尖端 附近 的 应 力 场 
将 式 (1 -91) 代 入 上 式 ,并 上 略 去 刚体 位 移 , 则 可 得 裂纹 尖端 附近 位 
移 场 的 表达 式 , 即 


| K 
Zuu, 十 ix) =w 2 — | > F, [s Ca)a + nat] + 


K 
>; Fori Sa (Ca)aje ss: 


k= 


M 
/2 (OF. a” )2(isin Oe — 


K 
A/ 2 一 A Zi 5) Fe [8 (a)a + pa] + 
k=0 
> F, born (a)a}e af (1 - 104) 
=0 
进一步 ,由 数学 归纳 法 , nl ,可 以 证 明 
ĉn (a)a + ha” = a% (1-105) 


bomi (a)a = a (1-106) 
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将 式 (1-105)、 式 (1 -106) 代 入 式 (1 - 104), 分 离 实 部 与 虚 
部 ,并 考虑 式 (1 - 98) 与 式 (1 -99), 可 得 裂纹 尖端 附近 的 位 移 场 表 


达 式 , 即 


_K r 0 = :0 
=p 2r S 2 (r P obesin 2 )+ 
Kı fr. 0 29 x 
z. 到 sin + [e + 1 + 2cos z) a- 107) 
Ki fr. 0 22 
u, Pn 区 sn 了 («+1 2cos 2 )+ 


Ka Es zí“ 1 — 2sin’ 2 ) (1- 108) 

式 (1 -107) 式 (1 -108) 表 明 , 裂纹 尖 端 是 位 移 场 的 零点 ,其 

阶 次 为 1/2。K 1 与 Ky 分 别 控制 关于 裂纹 及 其 延长 线 对 称 与 反对 
称 的 位 移 场 ,如 图 1 -3 所 示 。 


> 


(a) 对 称 状态 (b) 反对 称 状态 


图 1-3 平面 问题 裂纹 尖端 附近 的 位 移 场 
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由 式 (1 - 101) 与 式 (1- 102) 可 知 ,应 力 强度 因子 Ki 与 Ky 是 
平面 问题 裂 尖 场 的 广义 应 力 ;而 由 式 (1 - 107) 与 式 (1 - 108) 可 知 ， 
K1 与 Ku 又 是 平面 问题 裂 枯 场 广 义 位 移 。 因 此 ,应 力 强 度 因 子 在 
断裂 力学 中 具有 重要 地 位 与 作用 。 

最 后 ,给 出 应 力 强 度 因子 Ki 与 Ki 的 复 变 函 数 表 达 式 。 定 义 
复 应 力 强 度 因 子 K 为 

K = K, —iK, (1 - 109) 

由 式 (1 - 94) . 式 (1 -98) 与 式 (1 -99) ,可 将 上 式 改写 为 

K = K, —iKi = 2./2r(2a) t fla) A-110) 
考虑 到 式 (1 - 61) ,有 
lim(z —a)1g' (2) = (2a)? fla) A-111) 
从 而 , 复 应 力 强 度 因子 的 复 变 函 数 表达 式 为 
K=K,—iKi = 2/2x lim(z — a)? g' (z) (1-112) 


1.4 含 内 部 裂纹 无 限 大 板 的 特 解 


1.4.1 满足 无 限 远 处 静 力 边界 条 件 的 解答 


q 1-4 表示 一 个 含 内 部 裂纹 的 无 限 大 板 ,在 无 限 远 处 受到 双 
向 拉 应 力 工 与 切 应 力 S 的 作用 。 


无 限 远 处 的 静 力 边界 条 件 为 
limon +o,,) = 2T (1 -113) 
limo, —s,, +is,,) = 2iS (1-114) 


由 式 (1-113)、 式 (1 114) 可 知 ， 在 无 限 远 处 ,应 力 分 量 取 有 限 值 。 
故 由 式 (1- 63)、 式 (1 - 64) 以 及 式 (1 -69) 与 式 (1 - 70) ,可 知 
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图 1-4 含 内 部 裂纹 无 限 大 板 
f(z)=F+Fz, F =0  (m2>2) (1-115) 
gz)=G, G=0 (nèl) (1-116) 
由 式 (1 - 115)、 式 (1 - 116) 与 位 移 单 值 条 件 式 (1 - 90) ,可 知 


F 一 0 (1-117) 

于 是 
f(z)= Fiz (1-118) 
gz) = Go (1-119) 
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1.4.2 应 力 分 量 的 全 场 解 


将 式 (1- 118) 与 式 (1 -119) 代 入 式 (1 - 69) 与 式 (1 - 70) ,可 
得 含 内 部 裂纹 无 限 大 板 应 力 分 量 全 场 解 , 即 
ou 十 oo =2[ (2 — at) T Fiz + G, + 
(Z —a) TF,z +G] (1-120) 
ow 一 au 十 2io。 =2{(2? — a)? (F, — F, )z 
(G, +G) 一 (= 一 已 [(z: — a) tF, 


(好 一 a2)- 主 Fiz2]) a -121) 
引入 以 下 极 坐 标 
z = re? = rexp (i0) | (1 -122) 
z — a = (z+a)(z—a) = rnet 
则 式 (1 -120) 与 式 (1 - 121) 分 别 变 为 
0, + 6, 
On +o, =2{ F T expi(0— 2 i 
a S E. 
e x 0, + 0, SGA 
F =i(0- 273 
e exp [-i(0- 22 J e+e] 
(1 - 123) 
Ow 一 ou + 2io,, =2|F, F) — exp i(9 a +0 )- 
` rir: 2 
i .0 + 0, 
(e [F T exp[—i Na 
rin Ci) 
i 30, + 30. 
F. r exp il 20 1 2 J- 
i Vnr)’ Š I 2 ) 
(Go +6o| (1-124) 


将 式 (1 - 123). RA - 124) 代 入 无 限 远 静 力 边界 条 件 , 即 
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式 (1 - 113) 与 式 (1 - 114) ,并 考虑 到 
二 二 lim(0- 244) 0 (1- 125) 


= rir = 


有 

G, +G, = 0， F, = +€CT—iS) a -126) 
考虑 到 式 (1 - 126) ,可 将 式 (1 - 120) 与 式 (1 - 121) 写 成 如 下 形式 ， 
z THIS) 


Jz? — a° fz? a 


A-127) 


Ou +o, = (T— iS) 


2 


s, — 0x + ioy =2iS —Ž— +(T—i9)( ==)(z=2) 


— a 


(1- 128) 


式 (1-127) 式 (1- 128) 就 是 含 内 部 裂纹 无 限 大 板 在 远方 承受 均 
匀 载 荷 时 应 力 场 的 全 场 解 。 


14.3 位 移 分 量 的 全 场 解 
由 式 (1 - 89)、 式 (1 -115)、 式 (1 - 116) 与 式 (1-117), 可 得 含 
内 部 裂纹 无 限 大 板 位 移 分 量 全 场 解 , 即 
2pus +iu,) =F [eyz a z a | 
(z—=P, z + Go Gez + z) 一 


z’ — a° 


Co(z 一 2) (1-129) 
根据 式 (1 - 126) ,可 以 确定 G, 的 实 部 与 F。 由 式 (1 - 129) 
可 知 ,为 了 得 到 位 移 分 量 , 还 需要 确定 G, 的 虚 部 ,因此 ,要 研究 体 
元 的 刚性 转动 。 由 式 (1 - 48). 式 (1-61)、 式 (1 - 118) 与 
式 (1-119), 有 
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i 2 š 站 二 G, —G 
Š iki: = F = tG 6, 


(1-130) 
式 中 ,Go 一 Go。 是 与 体 元 位 置 无 关 的 刚性 转动 , 即 代表 板 的 总 体 刚 
性 转动 。 故 可 取 


G, —G = 0 (1-131) 

于 是 ,由 式 (1 - 126) 与 式 (1 -131) ,可 知 
G=0, G =0 GQ -132) 

从 而 , 式 (1 -130) 与 式 (1 - 129) 分 别 变 为 

F a s Sp. = > 
v=- ip == Dr A-133) 
2ulu, +iu,) =F (eyz — a Nz — at )— 
F(z—z) -一 二 Q -134) 
yz? 一 as 


式 (1 -133) , 式 (1 -134) 中 的 F, 与 FF 取决 于 式 (1 - 126), 
下 面 考察 裂纹 表面 位 移 。 图 1 - 4 表明 


= — a = /rirrexp (i ? ta) 
VE = /rirsexp [ iatt) (1 - 135) 


z— z = 2ir sin 0, z = re” 
将 式 (1 -135) 代 人 式 (1 - 134) ,并 考虑 到 在 裂纹 上 表面 
@=x, =0， 6=0 或 xl 
) (1-136) 


ri =a, rz 一 Q 十 工 | 


有 
2p(us +iu,) = iFi(k+ DVa =r (1-137) 
将 上 式 分 离 实 部 与 虚 部 ,并 引入 式 (1 - 126) ,可 知 
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DA e E 
[>= Dat Hao a 
16g? 
A-138) 
1 ESA 
Tapata! 
[ 164? ] 
上 式 表 明 ,在 裂纹 上 表面 ,位 移 呈 椭圆 形 分 布 ,如 图 1 -5 所 示 。 对 


裂纹 下 表面 ,位 移 亦 呈 椭圆 形 分 布 。 


图 1-5 无 限 大 板 裂 纹 表 面 位 移 分 布 


1.4.4 应 力 强度 因子 的 表达 式 


将 式 (1 - 126) 中 的 F, 代入 式 (1 - 118) ,再 将 所 得 结果 代入 
式 (1- 110), 可 得 含 内 部 裂纹 无 限 大 板 的 复 应 力 强度 因子 表达 式 , 即 


K =K, —iKi = (T—iS) za (1-139) 
将 上 式 分 离 实 部 与 虚 部 ,有 
Kı = Tyra, Ky = SVra (1-140) 


将 上 式 代入 式 (1 - 100) 至 式 (1 - 102), 即 可 得 裂 尖 附近 应 力 
场 。 将 上 式 代 入 式 (1 - 107) 与 式 (1 - 108), 即 可 得 裂 尖 附近 位 
移 场 。 

以 上 应 力 强 度 因子 公式 (1 - 140) 可 推广 应 用 于 以 下 两 种 
情况 。 
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(1) 无 限 大 板 受 垂直 于 裂纹 的 远方 拉力 
由 图 1-6, 根 据 释 加 原理 ,该 情况 下 的 应 力 强度 因子 K1 等 于 
K, 一 Ki” + Ki (1-141) 
式 中 ,Ki” 为 由 式 (1 -140) 给 出 的 受 双向 远方 拉力 时 的 Ki; Ki” 
为 受 平行 于 裂纹 方向 远方 拉力 时 的 Ki 。 显 然 ,Kf =0 。 于 是 
K, = KP = Tyra (1- 142) 


图 1-6 受 单 向 拉 伸 无 限 大 板 


(2) 无 限 大 板 受 斜 交 于 裂纹 的 远方 拉力 
由 图 1 -7, 根 据 应 力 分 量 坐标 变换 公式 与 局 部 效应 原理 ,无 
限 远 处 的 面 力 分 量 为 


Or = +a + cos 2a) 


o = Z L= eos 22) (1 -143) 
Oy = sin 2a 
ae 不 产生 应 力 强度 因子 。 由 式 (1 - 140),ow 与 c。 分 别 产生 应 力 


强度 因子 K | 与 Ki , 即 
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(1-144) 


K, = TVracosza } 


Kı = TvV rasin acos a 


图 1-7 含 斜 裂纹 的 无 限 大 板 
(3) 有 限 宽 板 受 垂直 于 裂纹 的 远方 拉力 
含 内 部 裂纹 无 限 大 板 的 分 析 结 果 ,在 一 定 范围 内 , 亦 可 近似 用 
于 有 限 宽 板 , 如 图 1 -8 所 示 。 对 于 含 内 部 裂纹 无 限 宽 板 ,由 
式 (1 -127) RAO -128) 与 式 (1 - 140) ,可 将 裂纹 延长 线 上 正 应 力 
ow 的 分 布 写 成 以 下 形式 : 


Ke i 
CEN |: T a (1-145) 


式 中 ,KY 为 无 限 大 板 的 应 力 强 度 因 子 K! 。 对 于 含 内 部 裂纹 有 
限 宽 板 ,可 以 假定 
KY? a$ Ki g 
ma Nr — a Jra Aaga 
式 中 ,Ki 为 有 限 宽 板 应 力 强 度 因 子 。 由 截面 法 ,可 知 
「 ldr = To d -147) 


将 式 (1 -MORARA - 147) ,可 知 
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1 = fT Vra (1 - 148) 


3 
l 
Éa 
a: 
> 


图 1-8 含 中 心 裂 纹 有 限 宽 板 


15 含 内 部 裂纹 的 反 平 面 问题 


图 1 - 9 表示 一 棱柱 体 横 截面 , 它 的 尺寸 远 小 于 棱柱 长 度 , 作 
用 在 棱柱 侧 表面 上 的 外 力 是 沿 母 线 方向 的 均 布 剪 力 。 现 在 要 求 截 
面 上 的 位 移 分 布 与 应 力 分 布 。 


图 1-9 受 反 平 面 外 力 的 楼 柱 体 
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1.5.1 反 平 面 问题 位 移 法 支配 方程 与 通 解 


对 于 反 平 面 问题 中 的 位 移 分 量 , 作 如 下 假设 : 
u, = 0, u, = 0, u, = wlr, y) (1-149) 
表示 应 变 分 量 e, 与 位 移 分 量 u, 关系 的 几何 方程 为 


A = z(t) G -150) 
将 式 (1 -149) 代 入 式 (1 -150) ,可 知 
En = Epy = En = Ey = 0 
I G -151) 
表示 应 力 分 量 o, 与 应 变 分 量 sy 关系 的 物理 方程 为 
Oj = Ohen + 286; (1-152) 
式 中 
w= ray’ p= TERT (E5159 
将 式 (1- 151) 代 人 式 (1-152), 有 
6,, = Oy 一 0- 一 0 一 0 
Jw Q -154) 
“Tar KE, ,a 
表示 体力 分 量 F, 与 应 力 分 量 o; 关 系 的 平衡 方程 为 
+F, = (1 -155) 
将 式 (1- 154) 代 人 式 (1 -155) ,在 无 体力 情况 下 ,可知 
ves Te To (1-156) 
表示 面 力 分 量 T, 与 应 力 分 量 0; 关 系 的 静 力 边界 条 件 为 
aji = T, (在 Sr 上 ) (1 -157) 


式 中 ,4 为 表面 外 法 线 的 方向 余弦 。 对 于 如 图 1 - 10 所 示 的 反 平 
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面 问题 ,有 

T, = T, = 0, T. =S 

l, = cos 0, L = wn h Ë ey 
将 式 (1 -154) 与 式 (1 -158) 代 人 式 (1 -157) ,可 得 


a [cos 0+ Esin 0)= S (在 Sr E) (1-159) 


车 位 移 给 定 边界 上 的 指定 位 移 为 w , 则 位 移 边界 条 件 为 
w= w" (Œ S. 上) A-160) 


(d - 158) 


图 1-10 反 平 面 问题 的 静 力 边界 条 件 


由 式 (1- 156) 可 知 , 反 平 面 问 题 可 归结 为 求解 调和 方程 。 为 
此 ,可 引 人 和 人 解析 函数 下 (z), 并 将 其 分 解 为 实 部 Y(Cz,y) 与 虚 部 
plz, y), Bp 


F(z) = glz, y) + i@(z,y) (1-161) 
由 复 变 函数 理论 ,9 与 少 均 为 调和 函数 , 即 
vep 一 0， Vy=0 (1 -162) 


于 是 , 反 平 面 位 移 w 的 通 解 可 由 以 上 解析 函数 虚 部 表示 为 
wz13) = Kay) = RLFO FE] A-163) 


29 


Ú 断裂 与 损伤 力学 


考虑 到 

9 9 时 9 

£= = =+ ay = ilz z) (1- 164) 
与 式 (1- 163) ,应 力 分 量 表达 式 (1 - 154) 变 成 如 下 复 变 函数 形式 ， 


ou = AEO) —F’(z)] 


L d- 165) 
ax = UF G) +F] 


从 而 , 复 应 力 为 

Op + ia, = pF’ (z) (1-166) 
将 式 (1- 163) 分 别 代 人 式 (1 - 159) 与 式 (1- 160) , PJ 48 11 8 # K 
数 形式 表示 的 边界 条 件 , 即 


S UF G) — F'(z)]cos 06+ [ F” (z) + 
F'oojin0) =S (在 Sr 上 ) (1-167) 
HIFO) 一 F(z)]=w (在 S. 上 ) (1-168) 


1.5.2 满足 裂纹 表面 静 力 边界 条 件 的 解答 


图 1 - 11 表示 一 个 含 内 部 裂纹 的 有 限 大 棱柱 体 , 裂 纹 半 长 为 a。 
裂纹 上 、 下 表面 为 自由 表面 ,相应 的 静 力 边界 条 件 为 
ad =p = 0 (1-169) 
将 式 (1 -165) 中 第 二 式 代 入 上 式 , 并 进行 线性 组 合 ,有 
[F(AD—F CIM — [FG FD =0 (1-170) 
[FOF CJT +[F'G) +F'G0J = 0 A-171) 
AA - 170)、 式 (1-171) 表 明 , 当 > 越过 裂纹 表面 时 , 函数 
F'(z) 一 开 '(z) 是 连续 的 ,函数 F (z) + F' MS aE, 
于 是 可 将 它们 写成 如 下 形式 : 


F’(z)—F’(z) = 2k(z) = 25 Kz” (1-172) 


n=0 
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+ + + + + + + 


@ 一 反 平 面 外 力 沿 z 轴 正方 向 ; 
+ 一 反 平 面 外 力 沿 z 轴 负 方 向 


图 1-11 含 内 部 裂纹 有 限 大 楼 柱 体 反 平面 问题 
1 1 x 
F'(z) + F'(z) = (è — at) E 2h(z) = (è — aty "t257 Haz” 


(1 -173) 


根据 式 (1 ~ 172)、 式 (1-173)? 可 知 
F' (2) = (2 — a2)77h(z) + k(z) (1-174) 
F’(z) = (2? — a)? hlz) — k(z) (1-175) 
由 式 (1 -174) ,有 
FO) = (Z — at) 3h(z) HEC) (1~176) 


对 比 式 (1- 175). 式 (1- 176), 并 考虑 式 (1 - 172) 与 式 (1 - 173), 
可 知 
hle) = hlz), k(z) =—k(2) d -177) 
Ha = His K, =— K, (1 -178) 
即 H, 为 实数 ,K, 为 虚数 。 
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将 式 (1 - 174) 代 入 式 (1 -166), 有 
o is, = pC —a2 Th(z) + kz)] (1-179) 
M N 
Op 十 ioe = e[c — ay? D H„z” + z K,z" | 
4 e 


(1-180) 
1.5.3 满足 国 绕 裂纹 位 移 单 值 条 件 的 解答 


由 式 (1 -163), 反 平面 位 移 w 的 表达 式 为 
w= HFE- FRO] (1 -181) 
考虑 到 式 (1 - 172) 与 式 (1 -173) ,可 将 式 (1 - 174) 改 写成 
F'(z) = (2 — 5151 H,z" + > K,z" (1-182) 
积分 上 式 ,并 考虑 到 式 (1 - 72) 与 式 (1 - 73) ,可 得 
F(z) 一 > Han (z) + > K.p,(z) (1-183) 
进一步 ,应 用 式 (1 -77) 至 式 (1 - 86), 可 将 式 (1 - 183) 改 写 为 


K K 
F(z) = 二 好 > HË, (z) +a) 2 Hanaa” + 


=== Horn beri (z +) K.B, (z) (1-184) 
”由 于 a (z) 是 < 的 多 全数 ， 根据 位 移 单 值 条 件 ， 由 上 式 可 知 
> Haaa” 一 0 (1-185) 
从 而 , 式 (1 - 184) 变 成 Ç 


K 
F(z) =/Z —at >) Hafal) + VZ — a > Hae ban (z) + 
k=0 


k=0 
N 
> Kop,(z) (1-186) 
< 
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考虑 到 式 (1-178), 有 
K K 
FG) vz’ 一 a2 37 Haéa Cz) +/22 — a Y) Hui ban (z) — 
k=0 k=0 


N 
>` KB, Cz) (1 -187) 
n=0 

将 式 (1 ~ 186) 与 式 (1- 187) 代 入 式 (1- 181) ,可 知 

K K 

一 二 Me [2 Hau (z) 4 > Hren aen G) J+ 

k=0 k=0 


N K 
DKG) vz — a [ >) H, (z) + 


K N 
D Han ban G) H D KB. Cz)) (1 - 188) 
k=0 n=0 


1.5.4 裂纹 尖端 近 场 解 与 应 力 强度 因子 


首先 研究 裂纹 尖端 附近 的 应 力 场 。 
在 裂纹 右 端 附近 ,将 式 (1 - 91) 代 入 式 (1 - 179) ,并 略 去 低 于 
r- 二 的 项 ,可 知 
Op Hion = Mart exp(=i S )ha (1-189) 
令 
Kn = hla) (1-190) 
则 式 (1 -189) 可 改写 为 
Or + io, = (cos 2 isin 2) (1-191) 


将 上 式 分 离 实 部 与 虚 部 ,有 
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(1-192) 


上 式 给 出 反 平面 问题 裂纹 尖端 附近 的 应 力 场 。 

然后 研究 裂纹 尖端 附近 的 位 移 场 。 

根据 位 移 单 值 条 件 式 (1 - 185), 可 将 位 移 分 量 的 复 变 晒 数 表 
达 式 (1 - 188) 改 写 为 


K 
w = 下 {v 有 二 二 [六 Hasla (z) + pal) 十 
k=0 
x N 
> Horn born (2) J+ > KEGYE 
k=0 uf 
K 
V2 —a [D Halal) + patt) + 
k=0 


K N 
> Han tem G) ]+ 27 Kb, (z)} (1-193) 
izo n=0 


将 式 (1-91) 代 和 人 上 式 , 并 略 去 刚性 位 移 , 则 可 得 裂纹 尖端 附近 位 
移 场 表达 式 , 即 


K K 
w= /2 =Í > Haulé (0)at pia] + $) Han ben Ga)a | sin A 
k=0 k=0 


2 
(1 - 194) 
利用 式 (1 - 105) 与 式 (1 - 106), 上 式 可 以 改写 为 
ETA 2: ada a -195) 
N a 2 


将 式 (1- 190) 代 入 上 式 , 有 


Ry n S (1- 196) 
“ x 2 


上 式 给 出 反 平 面 问题 裂纹 尖端 附近 的 位 移 场 。 


最 后 ,给 出 应 力 强 度 因子 Km 的 复 变 函 数 表达 式 。 
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由 式 (1 -174) ,可 知 
lim[ (z — a)? F (z) J= (2a) th(a) (1- 197) 

HRO- 197) 代 入 式 (1- 190) ,有 
Ku = pV lim[(z—a)1 F” (z) ] (1-198) 


1.5.5 无 限 大 棱柱 体 特 解 


图 1 - 12 表示 一 个 含 内 部 裂纹 的 无 限 大 棱柱 体 ， 假 定 作用 在 
无 限 远 处 的 外 力 分 为 两 部 分 :一 部 分 是 作用 在 外 法 线 为 x 轴 的 边 
界 上 的 前 力 5,; 另 一 部 分 是 作用 在 外 法 线 为 y 轴 的 边界 上 的 前 
BFS; 


图 1-12 含 内 部 裂纹 的 无 限 大 棱柱 体 反 平面 问题 


无 限 远 处 的 静 力 边界 条 件 为 
limos + ia,.) = S, + iS, (1 -199) 
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引入 极 坐标 ,并 考虑 到 式 (1 - 122) , 复 切 应 力 表达 式 (1 - 180) 变 为 
> HA 二 -exp[i 计 (20 一 
0, 一 4)]exp[iom 一 DO 十 


N 
X> 7 K.r"exp(in0)) (1-200) 
在 无 限 远 处 ,考虑 到 式 (1 - 125) RA -199) 与 式 (1 - 200) ,可 知 
h(z) = H, +H,z, H,=0 (m2>2) (1-201) 
kl(z)=Ko, K,=0 (三 1) (1-202) 
由 式 (1- 201), RA - 202) 与 位 移 单 值 条 件 式 (1 - 185) ,可 知 


Ho = 0 (1 - 203) 

于 是 
h(z) = Hız (1- 204) 
k(z) = Ko aQ - 205) 


将 式 (1 -204),R A ko ee - 180) ,可 得 


a, tic. =“[u, |z z% +K.) (1- 206) 


引入 式 (1 - 122) , 则 上 式 变 为 


Op + io,, = REA [ep [i(0- 42) ]+ Ko) 


A - 207) 
将 上 式 代入 无 限 远 处 边界 条 件 式 (1 - 199) ,并 考虑 到 式 (1 - 
125), 有 


(1- 208) 
将 上 式 代 入 式 (1 - 206) ,可 知 
g Fors sj 于 = is; (1- 209) 
— t 


考虑 到 式 (1 - 201), RA - 202) 5A - 203), zÉ (1 - 188) 
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w= [H (Fa VE a)+ G+] 


A - 210) 


变 为 


将 式 (1- 208) 代 入 上 式 , 有 
= alsz — Z )+iS,Gz+ 2] 
(1-211) 
将 式 (1 - 208) 代 入 式 (1 - 204), 并 将 所 得 结果 代入 
RA -190) , 则 无 限 大 棱柱 体 应 力 强 度 因 子 为 
Ku = S, vīra GQ -212) 
将 上 式 代 回 式 (1 - 192) 5AA - 196), 即 可 得 到 相应 于 反 平 
面 问题 的 裂纹 尖端 附近 的 应 力 场 与 位 移 场 。 
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二 维 应 力 强 度 因子 的 


能 量 差 率 解 法 


能 量 差 率 又 称 能 量 释 效率 。 能 量 差 率 方法 可 以 用 于 求解 含 裂 
纹 构 件 应 力 强度 因子 ,不 仅 适用 于 二 维 情况 ,而 且 适 用 于 三 维 情 
况 ; 不 仅 适 用 于 线 弹 性 情况 ,而 且 适用 于 弹 塑性 情况 。 此 外 ,能 量 
差 率 方 法 还 可 以 用 于 建立 含 裂纹 构件 的 起 裂 判 据 。 本 章 只 介绍 能 
量 差 率 概念 能 量 差 率 与 应 力 强 度 因子 的 关系 以 及 二 维 应 力 强度 
因子 的 能 量 差 率 解法 。 以 上 提 到 的 其 他 内 容 将 在 有 关 章 节 中 予以 
介绍 。 


2.1 能 量 差 率 及 其 与 应 力 强度 因子 的 关系 


2.1.1 应 变 能 差 率 与 总 势能 差 率 


考虑 一 个 含 裂纹 构件 ,裂纹 长 度 为 a, 在 边界 S. 上 给 定位 移 
Diu MEAR S, 上 给 定 面 力 分 量 T;, 同 时 在 构件 内 部 v 作用 
着 已 知 的 体力 分 量 F;。 设 此 时 构件 具有 的 位 移 分 量 为 u;。 在 小 
变形 情况 下 ,相应 的 应 变 分 量 6; 为 

“= Mi Fa) @-D 

在 线 弹 性 情况 下 ,相应 的 应 力 分 量 o, 为 

Oj = C;uxtu (2-2) 
式 中 ,Cw 为 材料 弹性 常数 ,同时 Ci 一 Cu 。 于 是 ,构件 中 体 元 应 
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变 能 密度 W 为 
W= f o; de; = Loe; (2-3) 
这 时 ,构件 的 应 变 能 , 即 内 力 势 能 U 为 
u= | w (2-4) 
构件 的 外 力 势 能 U, 为 
Us (| Fuidv+ |. Tu.ds) (2-5) 
包括 构件 与 载荷 的 系统 总 势能 卫 被 定义 作 
H=U+U, (2-6) 
进一步 ,对 于 线 弹 性 体 ,由 弹性 力学 的 应 变 能 定理 ,可 知 
u=+([. Fade |. Tiuds) (2-7) 
从 而 
Hm=-U (2-8) 


当 和 裂纹 长 度 变 为 a+ Aa 时 ,如 果 位 移 边界 S, 上 的 位 移 分 量 
u MIUR Sr 上 的 面 力 分 量 T, 以 及 构件 内 部 v 内 的 体力 分 量 
F, 均 保持 不 变 , 则 相应 的 位 移 分 量变 为 w 十 Auw, 内 力 势能 变 为 
U 十 AU, 外 力 势能 变 为 U, + AU, ,系统 的 总 势能 变 为 IHA. B 
定 板 的 厚度 为 1, 同时 二 维 裂纹 又 是 穿 透 厚 度 的 , 故 由 裂纹 长 度 变 
化 引起 的 裂纹 面积 变化 为 As==tAa。 

在 这 种 情况 下 ,构件 应 变 能 差 率 被 定义 为 


L Jim AU _ dÚ _ 1 dU ' 
Pe lm 人 
而 构件 总 势能 差 率 则 被 定义 为 
AT dr ìdi 
G ina ds t da (2-10) 
考虑 到 式 (2 - 8), 上 式 变 为 
G= 寺 所 = 开 (2-1) 


da 
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图 2- 1 为 含 裂纹 三 点 弯曲 试 件 。 


(d) 裂纹 尺寸 为 与 a+da 两 种 情况 下 ， 
载荷 与 挠 度 的 关系 图 


图 2-1 ARRIAN HRH 
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作为 特例 ,考虑 图 2 - 1(a) 所 示 的 含 裂纹 三 点 弯曲 试 件 。 集 
中 力 即 载荷 P 作 功 的 位 移 为 中 点 找 度 w。 图 2 ~ 1(b) 表 示 裂 纹 尺 
寸 为 a 十 da 而 载荷 P 保持 不 变 的 情况 ;图 2 - 1(c) 则 表示 裂纹 尺寸 
为 a 十 da HE w 保持 不 变 的 情况 。 

在 图 2-1(d) 中 , 当 裂 纹 尺寸 为 a 时 ,P 与 w 的 关系 由 直线 
OA 表示 ,U= 八 04B, 而 了 = 一 人 OA4B。 当 裂纹 尺寸 为 a 十 da 
时 ,已 与 zw 的 关系 由 直线 OA, 表示 。 在 载荷 已 保持 不 变 的 情况 
下 ,如 图 2-1(b) 与 (d) 所 示 ,V 十 dU 王 人 人 O4,B, ,而 同时 H-+ dil = 
一 AO4, B, 。 于 是 ,由 图 2-1(d) 可 见 , dU = AOAA,>0,. dI = 
一 AO44;<0, 从 而 下 =G>0。 

当 裂 纹 尺寸 变 为 a 十 da 时 ,如 果 改 变 静 力 边界 上 的 面 力 分 量 
T, ,使 该 边界 上 位 移 分 量 u 保持 不 变 , 则 应 变 能 差 率 被 定义 为 


F=% =— + SË (2-12) 


总 势能 差 率 被 定义 为 
=H _ 1 dl š 
G= Tda (2-13) 
1 


-一 下 (2-14) 


t a 
RER 2-1005 P, RE w 保持 不 变 。U 十 dU = 
AO4:;B,I+dE= 一 AO4:B。 于 是 ,由 图 2-1(d) 可 见 ,dU = 
—AOAA: <0, dI= AOAA:>0, A m F=G>0, 
H Ë 2-1 还 可 看 到 ,无 论 在 静 力 边界 保持 外 力 不 变 ,还 是 保 
持 位 移 不 变 ,能 量 差 率 都 是 彼此 相同 的 。 


2.1.2 能 量 差 率 与 应 力 强度 因子 的 关系 


为 了 通过 能 量 差 率 方法 确定 应 力 强度 因子 ,需要 建立 它们 二 

者 之 间 的 关系 。 首 先 ,应 用 弹性 力学 中 的 应 变 能 定理 与 功 的 互 等 

定理 建立 一 个 有 用 的 结论 。 设 想 在 线 弹 性 体 中 存在 两 组 自 相 平衡 
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的 外 力 系统 。 
由 应 变 能 定理 ,在 这 两 组 力 系 单独 存在 与 共同 存在 时 ,应 变 能 
U, ,U; 与 U 的 表达 式 分 别 为 


U, =Í Wdy = 3f apeg dv = 
H[f Feutan f Taras] (2 -15) 
LJ» JS 
U, -Í W,dv = 1f IPP dv = 


[| Feaa | Tatas] @-16) 


u=| wa = 二 | r HoP Jep He? Jav = 
下 (Fe HEP) uya 


fre +TP uP +u as] (2 -17) 


由 式 (2 -17) 与 式 (2 - 15) ,在 第 一 组 外 力 基础 上 施加 第 二 组 
外 力 所 得 的 应 变 能 增 量 U—U, 为 


U-U, =+[[ Fed 二 | TuPdas+ 


Y (1). (2) Í (0), (2) 
Lff =: ua | Trai as]+ 


1 (2) 0) | (2), (1) > 
H[f, F uP dst | Tea as] (2 -18) 


根据 功 的 互 等 定理 ,第 一 组 外 力 在 第 二 组 外 力 产生 的 位 移 上 
所 作 的 功 等 于 第 二 组 外 力 在 第 一 组 外 力 产生 的 位 移 上 所 作 的 功 。 
于 是 
| FPuP dv f T Pu” ds = | Fe 十 | Tu” ds 


(2-19) 


从 而 ,考虑 到 式 (2-19), 可 将 式 (2 -18) 改 写 为 
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UU, -A|| Fou? wtf Tupd]+ 


j Fu? |. Tu? ds (2 -20) 


上 式 表明 :在 施加 第 一 组 外 力 后 ,施加 第 二 组 外 力 所 得 的 应 变 
能 增 量 等 于 第 二 组 外 力 在 本 身 产生 的 位 移 上 所 作 的 功 再 加 上 第 一 
组 外 力 在 第 二 组 外 力 产生 的 位 移 上 所 作 的 功 。 前 者 为 变 力 作 功 ， 
后 者 为 常 力 作 功 。 为 了 方便 , 可 将 式 (2 - 20) 称 为 应 变 能 增 量 
定理 。. 

下 面 , 建 立 总 势能 差 率 G 与 应 力 强度 因子 K 1 ,Ks 的 关系 。 
图 2- 2 表示 两 个 含 裂纹 板 。 这 两 个 板 除 裂纹 长 度 外 ,完全 相同 。 
R 1 与 板 2 的 裂纹 长 度 分 别 为 a 与 a 十 Aa。 


图 2-2 裂纹 长 度 不 同 的 两 块 板 
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对 于 裂纹 长 度 为 a 的 板 1, 总 势能 为 
n= wA f Fusada f, Tutds (2-21) 
对 于 裂纹 长 度 为 4 十 Aa 的 板 2, 总 势能 为 。 
n+an=| (WtawdA—| F: Cu tAu)idA — 


Í, T,(u, + Au; )tds (2 -22) 
g: 


在 式 (2-21) , 式 (2 -22) 中 ,t 与 A 分 别 为 板 的 厚度 与 面积 ,而 Sr 
是 板 的 静 力 边界 。 于 是 ,两 板 的 总 势能 差 为 


AI = f awaa | FauzdA—|. TiAutds (2-23) 
T 


使 板 1 的 裂纹 长 度 增加 Aa ,并 在 Aa 的 范围 内 在 裂纹 上 上 岸 与 
下 岸 分 别 施加 原 有 约束 力 Ti ”与 区” 。 因 此 这 块 板 与 板 1 是 
等 效 的 ,如 图 2 -2 所 示 。 由 第 1 章 可 知 , 约 束 力 表达 式 为 


me /1 
Tr =—s, =— Kı; pem 


(2-24) 


: I 
T;% =, = Kz 


进一步 ,在 Aa 的 范围 内 施加 反 向 松弛 力 T 与 T: ,它们 分 别 为 


TP = ov = Ku =— T; “° 


i 1 stu 
T =d = Ki 5 =— T; ” 


(2-25) 
Te Oy Ki "| F. T: w 
T? KT 
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因此 这 块 板 与 板 2 是 等 效 的 ,如 图 2 — 2 所 示 。 
此 时 , 板 内 位 移 增加 Au;。 在 Aa 范围 内 ,有 


Aut = u, = “+ K, +AKI) /入 = ia 


Au = u, = EAK, +AK JÊ 站 

(2-26) 
Aup =— u, = a 1 +AKiI) 9 
Au =— u, =— = o = 


显然 ,对 于 板 2 p aa 与 Aa 范围 内 的 约束 力 应 该 
是 第 一 组 外 力 ,而 在 Aa 范围 内 的 松弛 力 应 视 为 第 二 组 外 力 。 于 
是 ,由 应 变 能 增 量 定理 , 即 式 (2- 20), 可 知 


U—U, = AU =|, AWidA = Hf CTY Au +T? Aut Jtdr + 


| ITO au? + T; au udr + 
k 


f, FiautdA + |. T.Auads (2 -27) 
应 当 指出 ,在 位 移 边 界 上 ,位 移 保 持 不 变 , 即 
Au=0 CS, 上) (2 -28) 
从 而 ,在 施加 松弛 力 过 程 中 ,位 移 边 界 上 约束 面 力 不 作 功 , 即 
Í. Tinis f. T,Auads (2 -29) 


考虑 到 式 (2 - 25) 与 式 (2- 29) ,可 将 式 (2- 27) 改 写 为 
| swzaa = + | [TP au? + T° Au Jdr + 


| Fiauzda+| TAutds (2 - 30) 
A s; 
将 式 (2 -30) 代 入 式 (2 - 23), 有 

an=- 4f [TY Au +TP Au” Jtd (2-31) 
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总 势能 差 率 为 
G= im Al 2-32) 


将 式 (2 -25) 与 式 (2 - 26) 代 入 式 (2 - 31), 而 后 进一步 代入 
式 (2 - 32), 经 积分 可 得 


G= <+1(Ki 十 Ka) (2 -33) 
8p 
式 中 ,w 为 剪 切 弹性 模 量 ,有 


E 时 
# 2320F» We 
对 于 平面 应 力 状态 
.dk z 
K IFv (2-35) 
G= 4K} + Kt) (2 ~ 36) 
对 于 平面 应 变 状态 
k= 3— 4v (2-37) 
G= 1 i 十 Ka) (2 -38) 


2.2 均匀 受 载 含 内 部 裂纹 无 限 大 板 能 量 差 
率 解法 


2.2.1 能 量 差 率 解法 支配 方程 


图 2 -3 表示 一 含 中 心 裂 纹 无 限 大 板 受 到 均匀 拉力 的 作用 。 
现在 ,用 总 势能 差 率 方法 确定 该 板式 型 应 力 强度 因子 。 为 此 ,采用 


全 加 原理 ,将 图 2 - 3(a) 所 示 情 况 视 作 由 该 图 (b) 与 (c) 两 种 情况 
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JBL. +A 
Kı = KP = KË +KP (2-39) 
显然 ,情况 二 等 价 于 无 裂纹 情况 。 从 而 有 
KP 一 0 (2-40) 
Ki =K? (2-41) 


(e) 情况 三 


图 2-3 均匀 到 载 含 中 心 裂 纹 无 限 大 板 
现在 ,假定 在 情况 三 中 裂纹 表面 张 开 位 移 (u, 二 v) 服 从 椭圆 分 
布 规律 ,如 图 2-4 所 示 。 


图 2-4 含 中 心 裂纹 无 限 大 板 和 裂纹 表面 张 开 位 移 
因此 ,有 
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2 


(5) 十 (三 ) =1 (2- 42) 
Yo a 
AF v 为 z=0 点 的 裂纹 张 开 位 移 ,即位 移 的 幅 值 。 

引入 


F=a—= (2 - 43) 
式 (2 - 42) 可 改写 为 
凡人 a-o, 
在 裂纹 尖端 附近 ,ra。 保 留 一 阶 小 量 , 上 式 可 简化 成 
v= wE (2-45) 


这 表明 ,在 裂 尖 附近 ,位 移 v 呈 抛物 线 分 布 。 
由 第 1 章 ,在 裂 尖 附 近 , 对 于 平面 应 力 人 情况 ,有 


x 十 1 r 4 Ki ú 
v tk [Z= E" (2-46) 
对 比 式 (2 -45) 与 式 (2 -46), 可 得 


Ki = E: J, (2 - 47) 
2N a 
进一步 ,由 式 (2- 36) ,可知 
K: x E 
= =+ (2-48) 
另 一 方面 ,为 了 确定 wm 与 K1 ,给 出 情况 三 的 总 势能 了 的 表 


达 式 。 由 式 (2- 6) 与 图 2-4, 有 
了 =U+U =4( 了 | az fonds) 2-49) 
将 式 (2 -44) 代 和 人 式 (2 -49) ,经 积分 ,可 得 


H =~ $ otav (2 - 50) 
根据 式 (2 -10) ,有 
= di __ 1 dl z5 
c=- PET 2-51) 


48 


第 2 章 “二 维 应 力 强度 因子 的 能 量 差 率 解法 Ú 


将 式 (2 - 50) 代 和 人 式 (2-51), 可 知 


x dw 
= Tr(a +u) (2 一 52) 
比较 式 (2- 48) 与 式 (2- 52) ,可 得 关于 wm 的 微分 方程 如 下 : 
de w Eg (2 -53) 


2.2.2 应 力 强度 因子 的 求解 
式 (2-53) 是 伯 努 利 (Bernoulli) 方 程 的 特例 。 伯 努 利 方程 的 
一 般 形 式 为 
B d pay = wy 2-54) 
它 的 一 般 解 为 
yw [expa 一 |ecmdz]- 
(1 一 m faca) [expa 一 mf pada dz +c (n Æ 0,1) 


(2-55) 
对 比 式 (2 - 53) 55 (2 - 54) ,可 知 


n = 2, Y= vs r=a 
anl E (2 -56) 
pG) = (7) an = 5 


将 式 (2- 56) 代 入 式 (2 -55), 有 


20 了 
% = TEJD Tae (2-57) 
当 aco 时 ,mm 一 co。 于 是 由 式 (2 - 57), 可 知 
c=0 (2-58) 
w = e (2 - 59) 


将 式 (2 - 59) 代 入 式 (2 -47), 可 得 
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K; = øyra (2 - 60) 

由 式 (2 - 60) 给 出 的 均匀 受 载 含 中 心 裂 纹 无 限 大 板 I 型 应 力 

强度 因子 与 第 1 章 由 解析 方法 所 得 结果 完全 相同 。 这 一 方面 说 明 

能 量 差 率 解法 的 正确 性 , 另 一 方面 也 说 明 给 出 的 裂纹 表面 张 开 位 

移 模 态 是 正确 的 。 最 后 ,应 当 指 出 的 是 ,能 量 差 率 方法 亦 可 用 于 求 
解 均匀 受 前 含 中 心 裂纹 无 限 大 板 II 型 应 力 强度 因子 。 


2.3 任意 受 载 含 内 部 裂纹 能 量 差 率 解法 


2.3.1 对 称 情况 下 应 力 强度 因子 的 解法 


图 2 -5 表示 一 含 中 心 裂纹 无 限 大 板 受 到 对 称 非 均匀 拉力 的 
作用 。 根 据 登 加 原理 ,此 受 力 状态 可 被 看 作 图 2 - 5(b) 与 (c) 两 种 
受 力 情况 之 和 。 在 情况 二 中 ,裂纹 表面 受 力 状 态 与 无 裂纹 时 该 位 
置 的 应 力 分 布 相同 。 从 而 ,情况 二 就 是 无 裂纹 的 情况 , 即 应 力 强度 
因子 为 零 . 而 在 情况 三 中 ,裂纹 表面 受 力 状态 与 情况 二 相反 。 于 
是 ,情况 一 的 应 力 强度 因子 等 于 情况 三 的 应 力 强度 因子 。 

为 了 决定 裂纹 表面 受 对 称 非 均匀 分 布 载荷 时 的 应 力 强 度 因 
子 , 引 入 裂纹 表面 受 均匀 分 布 载荷 的 情况 ,如 图 2 - 5(d) 所 示 。 现 
将 图 2- 5(d) 与 (c) 所 示 的 均 布 与 非 均 布 载荷 情况 分 别称 为 情况 
(1) 与 情况 (2) 。 

在 以 上 两 种 载荷 共同 作用 下 应 力 强 度 因 子 K, H 


K, =Kii +K: (2-61) 
从 而 ,总 势能 差 率 G 应 表示 为 
G= 走 1 = EKn +K)? = gru +EK + 


2 
E 


KukKis =G +G +E KnKi (2 - 62) 
1 -1 
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图 2-5 对 称 非 均 匀 受 载 含 中心 裂 纹 无 限 大 板 
式 中 ,G, 与 G, 分 别 为 情况 (1) 与 情况 (2) 下 的 总 势能 差 率 , 即 


GK Geike ee- 四 
在 以 上 两 种 载荷 共同 作用 下 总 势能 了 为 


IH =-4(4f pudz)=— 2f cp +p) 十 vz)tdz = 
> 0 
-2f Pri iz — 2f PI 7 tdz — 
° 


2 pmidz — 2f pamidz (2-64) 
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根据 功 的 互 等 定理 ,可 知 
[paqa = Ë, ntdr 
0 0 
于 是 ,有 
a fa a 
H -=—2| pivitdr— 2| pzvstdz— [f bin tdz = 


I. +I -二 pautdz 
AP, 与 IL, 分 别 为 情况 (1) 与 (2) 的 总 势能 , 即 


IH, 一 一 2f p:»itdz, II, =-2f b: tdr 
在 以 上 两 种 载荷 作用 下 总 势能 差 率 G 为 
—— 1 dl 
= 2 da 


将 式 (2 - 66) 代 入 式 (2 -68), 有 


1 dh 1dm | zaf 
G 2t da 2t da 十 t da Pruidz = 


G +G + 2 EF panidr 


式 中 


1 di G 1 dl 
2t da’ g 2t da 


对 比 式 (2 -62) 与 式 (2 -69) ,可 知 
Kaz 起 - if Pinds 


G, 


进一步 ,有 
af b: dz = f b: Sidr + pan (a) 


在 裂纹 尖端 处 ,裂纹 张 开 位 移 为 零 , 即 
ula)=0 


52 


(2- 65) 


(2-66) 


(2- 67) 


(2- 68) 


(2 - 69) 


(2- 70) 


(2-71) 


(2-72) 


(2-73) 
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从 而 , 式 (2 -71) 可 以 改写 为 
Ki: = z Ef Pe 到 dz (2-74) 


由 上 式 可 以 看 出 ,对 于 同一 ia 只 要 已 知 一 种 载荷 状态 下 的 应 力 
强度 因子 与 裂纹 张 开 位 移 , 即 可 以 求 得 任意 载荷 状态 下 的 应 力 强 
度 因 子 。 应 当 指 出 , 式 (2 - 74) 可 以 用 于 无 限 大 板 , 亦 可 用 于 有 限 
大 板 。 

现在 ,考虑 图 2- 5(e) 所 示 无 限 大 板 在 裂纹 表面 受 双 对 称 的 
四 个 集中 载荷 P 的 情况 。 这 时 , 式 (2 - 74) 变 成 以 下 形式 : 


Ku = REP Bed) (2-75) 


由 式 (2 - 60) \ 式 (2 - 44) 与 式 (2 - 59) ,可知 
Ku =pVra, ua,b) =p = (2-76) 
将 式 (2- 76) 代 入 式 (2 -75), 有 
=p /lí ja+b  fa—b > 
K: = P, =( [e= + e=) (2-77) 
对 于 对 称 分 布 载 荷 的 情况 R EERE RO ER ,可 得 


K, Val ( (J= =) poa (2-78) 


式 中 ,p(65) 为 作用 在 横 坐 标 6 有 


2.3.2 非 对 称 情况 下 应 力 强度 因子 的 解法 


图 2-6 表示 一 含 中 心 裂纹 无 限 大 板 受 非 对 称 非 均 匀 拉 力作 

用 。 根据 谷 加 原理 ,此 受 力 状 态 可 看 作 图 2 - 6(b) 与 (c) 两 种 受 力 

情况 之 和 。 在 情况 二 中 ,裂纹 表面 受 力 状 态 与 无 裂纹 时 该 位 置 的 

应 力 分 布 相同 。 从 而 ,情况 二 就 是 无 裂纹 的 情况 , 即 应 力 强 度 因 子 

为 零 。 而 在 情况 三 中 ,裂纹 表面 受 力 状态 与 情况 二 相反 。 于 是 , 情 
况 一 的 应 力 强度 因子 等 于 情况 三 的 应 力 强度 因子 。 
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P P 
h 
L 
-Ti 
ala ala 
P P 
(a) 情况 一 (b) 情况 二 (c) 情况 三 
l, 
L 
aja 
(d) 情况 四 (e) 情况 五 


图 2-6 非 对称 非 均匀 受 载 含 中 心 裂 纹 无 限 大 板 


为 决定 裂纹 表面 受 非 对 称 非 均匀 分 布 载荷 时 的 应 力 强度 因 
子 , 仍 然 引入 裂纹 表面 受 均匀 分 布 载荷 的 情况 ,如 图 2-6(d) 所 
示 。 现 将 图 2-6(d) 与 (c) 所 示 的 均匀 分 布 与 非 均匀 分 布 载荷 的 
情况 分 别称 为 情况 (1) 与 情况 (2) 。 

以 上 两 种 载荷 共同 作用 下 总 势能 差 率 G 为 
sm z 


G==—K1 = (Kn tK: = Q + EK + 
t 


2 z 
gKuKu =G +G+kgKuKu (2-79) 
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式 中 ,Gi 与 G, 分 别 为 情况 (1) 与 情况 (2) 下 的 总 势能 差 率 , 即 
Ĝi = FK. G, = ZK: (2-80) 


在 以 上 两 种 载荷 共同 作用 下 , h 8 IR PE k h h EEE, 
HBE I H 
1 


m=-2[+[ mdr)= -f G 3 yG uy dz = 
Jl 


=F pintdz -f pivtdz — 下 mtdz = 
D +k — ef" Pan td (2-81) 
AP, 5 II, 分 别 为 情况 (1) 与 情况 (2) 的 总 势能 , 即 
I =- f Putdz, I =- f' pivitdr (2-82) 
在 以 上 两 种 载荷 共同 作用 下 总 势能 差 率 G 又 为 


= 1 3H % 
a (2-83) 
将 式 (2-81) 代 和 人 式 (2-83), 有 
19m 1am 29f 
Gm al Tit Sl. n pri td = 
G +G + Z|, 力 2 tdz (2-84) 
式 中 
1 all 1 Əll, 
G, rm G =n (2-85) 
对 比 式 (2 -79) 与 式 (2 -84) ,可知 
E, afi _ ñ f a 
Ki: Ki: Ah puidzr el i b: (a) an h h)dz + 
b(W (hh sla) | (2 -86) 


在 裂纹 尖端 处 ,裂纹 张 开 位 移 为 零 , 即 
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wh l 1) = 0 (2-87) 
从 而 , 式 (2 -86) 可 以 改写 如 下 : 


K =g | G) Buz, dz (2-88) 
12 Kı n 2 a st 9t2 


以 上 导出 了 裂纹 右 端的 应 力 强度 因子 久富 。 应 用 此 方法 也 可 
得 到 裂纹 左 端 应 力 强 度 因子 K, 。 它 们 的 表达 式 为 


TES EÍ 2 ; = 
K = ga, GO FEF hd (2-89) 


o -起 -让 2 - 
Kh =— gi], Pe Fm zh) dr (2-90) 


现在 ,考虑 图 2-6(e) 所 示 的 无 限 大 板 在 裂纹 表面 受 单 对 称 
的 两 个 集中 力 已 的 情况 。 这 时 , 式 (2 - 88) 变 成 如 下 形式 ， 
Kn = REP n Goh h) (2-91) 
由 式 (2 - 60) 、 式 (2 - 44) 与 式 (2 - 59) ,可 知 


Ku =piVra, ula,b) =28 ya F (2-92) 
1 
a= 4n L)» b=r—4(h+hk) (2-93) 


于 是 ,根据 式 (2- 91), 有 
Ki: 


E, (z ða , mı 2) 
Ki \3a3lı, bl 


将 式 (2 -92) 与 式 (2 -93) 代 入 式 (2 - 94) ,可 得 


=p /l1 jett z: 
Ki = Pj; /二 (2-95) 


对 于 非 对 称 分 布 载荷 的 情况 ,根据 释 加 原理 ,积分 上 式 , 有 


= J. EL = 
Kı = Jif Hr od 2-9) 


(2-94) 
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2.4 双 悬 臂 梁 应 力 强 度 因 子 能 量 差 率 解法 


2.4.1 不 计 根部 效应 的 情况 


图 2-7 表示 一 个 双 晤 臂 梁 试 样 。 这 种 试 样 在 材料 抗 断裂 性 
能 测试 中 经 常用 到 ,如 果 裂 纹 长 度 , 即 梁 的 长 度 a 远大 于 每 一 根 梁 
的 高 度 h, 则 可 以 采用 能 量 差 率 方法 与 材料 力学 中 梁 的 理论 确定 
双 悬 臂 梁 试 样 的 张 开 型 应 力 强度 因子 Ki 。 


P. 


P 


图 2-7 SEM putie 


对 于 长 裂纹 的 情况 , 试 样 的 总 势能 主要 由 梁 的 开裂 段 所 提供 。 
故 可 假定 , 梁 的 未 开裂 段 为 刚体 ,同时 略 去 梁 开 裂 段 的 剪 切 变形 。 
由 材料 力学 中 梁 的 经 典 理论 ,裂纹 嘴 张 开 位 移 A, 即 梁 自 由 端 挠 度 
6 的 2 倍 为 


(2-97) 


式 中 ,t 为 梁 的 高 度 。 
进一步 ,由 式 (2 -7) 与 式 (2- 8) ,系统 总 势能 五 为 
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n=- PA (2 - 98) 
将 式 (2- 97) 代 入 式 (2 - 98) ,有 
OEE 1 u 
n=—_ 1⁄5 (2 -99) 
总 势能 差 率 G 为 
dm 1 df _ 12Pa i 
G SSS td ER 00 
由 式 (2- 36), 对 于 张 开 型 裂纹 ,可 知 
G= ŁK} (2-101) 


E 
对 比 式 (2 - 100) 53 (2 - 101), 可 得 双 悬 臂 梁 试 样 的 应 力 强度 因 
于 Ki 为 


Pa 


K, 一 2V3 gv (2-102) 


2.4.2 计 及 根部 效应 的 情况 


如 果 裂 纹 长 度 a 不 是 远大 于 梁 的 高 度 h, 则 需要 考虑 梁 的 未 
开裂 段 变 形 。 为 此 ,引入 计 及 剪 切 变形 的 梁 的 近代 理论 。 根 据 对 
称 条 件 以 及 平面 假设 , 梁 的 根部 (未 开裂 段 ) 任 意 点 (x,y) 纵 向 
《z+ 方向 ) 位移 w 以 及 横向 (y 方向 ) 位 移 v 分 别 为 

u(z,y) = uo (z) — ypx) (2 - 103) 
v(z,y) = 0 (2-104) 

如 图 2-8 所 示 , 图 中 ,O 为 裂纹 尖端 。 在 式 (2 - 103) 中 ， 
u (z) 代表 单个 悬臂 梁 横 截面 的 纵向 移动 ,p(x) 则 代表 该 截面 的 
转动 。 

于 是 根据 弹性 理论 , 正 应 变 。 与 切 应 变 7 将 分 别 为 


ds de (2-105) 


E= Jz dr dz 
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y=% = 一 (2-106) 


图 2-8 NERRRENHRETE 
在 线 弹性 情况 下 , 正 应 力 o 与 切 应 力 + 可 分 别 表示 为 
o= Ee = E[ 9 — y S) (2 - 107) 
rz 一 py 一 一 py (2 - 108) 
式 中 ,p* 34 35383 UJ 38 t 8 Bt , È 25 Pk DY 00 D UJ AE E x 之 间 
的 关系 将 在 本 节 后 面 进行 讨论 。 
设 NGz) ,MGz) 与 QCz) 分 别 表示 位 于 截面 处 的 轴 力 E 
与 剪 力 ,如 图 2-9 所 示 。 


图 2-9 双 悬 藻 梁 试 样 根部 受 力 状态 
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显然 ,有 


duo 


N= | aa= Ea Së 


duo | pr dp 


一 ES %2 (2-109) 


(2-110) 


M= f veaa = ES 
A dx 


Q =- Í, rd4 = z Ap 


dz 
(2-111) 


式 中 ,A,S 与 工分 别 为 单个 粱 的 横 截 面 面 积 \ 静 矩 与 惯 矩 ， 


A= Í aa, s= yda, 


i= j: yidA 


(2-112) 


对 于 具有 宽度 为 上 \ 高 度 为 上 的 矩形 横 截面 的 粱 而 言 , 有 


A=, S=0, I 


从 而 有 
= EA dm 
N = EA E 
= EI 和? 
M = El £ 


Q= u’ Ap 


ani 3 = 
zh (2-113) 


(2-114) 


(2-115) 


(2-116) 


E 2-10 表示 双 悬 辟 梁 试 样 根部 单个 梁 元 素 的 自由 体 图 。 由 


该 梁 元 素 的 平衡 条 件 ,可 知 


根据 对 称 条 件 , 有 
q=0 


(2-117) 


(2-118) 


(2-119) 


(2-120) 


于 是 ,在 将 式 (2- 114) 至 式 (2- 116) 代 入 式 (2 - 117) 至 式 (2 - 119) 
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9 Ordo 
P 


图 2-10 JARRRERANRTR H A h tE 


后 ,可 以 建立 以 下 微分 方程 : 
du _ 
q 0 (2-121) 
d98 一 ozg 一 0 (2 - 122) 
dz? m: Aa 
= p A 99 S 
p= AT (2 - 123) 
式 中 ,p 为 法 向 约束 反 力 ,同时 
_ A _ 
€ = E (2-124) 
式 (2 - 121) 与 式 (2 -122) 的 通 解 分 别 为 
us = Ar +w (2 ~ 125) 
p = e 十 7e (2-126) 


将 式 (2 -125) 与 式 (2- 126) 分 别 代入 式 (2 - 114) 与 式 (2 -115)， 
可 得 
N = EAX (2 - 127) 
M = Ela (ĝe — ne ° ) (2 - 128) 
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下 面 根据 未 开裂 段 边界 条 件 ,确定 积分 常数 4,w,§ 与 9。 为 
简单 起 见 ,考虑 未 开裂 段 为 无 限 长 的 情况 。 由 图 2-8 可 知 


r=0, N =0, M = Pa (2-129) 
z — oo, N=0, M=0 (2-130) 
将 式 (2 - 127) 与 式 (2 -128) 代 入 式 (2 -129) 与 式 (2 - 130) ,可 得 
1 一 0， é€=0 
Pa | (2-131) 
1=— Ela 
显然 ,由 式 (2 - 125) 可 知 ,w 代 表 横 截面 刚体 移动 , 故 可 取 
w= 0 (2-132) 
将 式 (2 - 131) 代 回 式 (2 -127) 与 式 (2 - 128) ,有 
N=0 (2-133) 
M = Pae™ (2-134) 
将 式 (2 - 134) 代 入 式 (2 - 118) ,可 得 
Q = 一 Paae (2-135) 


应 当 指出 ,在 X=0 处 , 剪 力 Q 具 有 间断 性 。 这 是 由 于 在 该 点 , 即 
裂纹 尖端 ,存在 铝 垂 约 束 而 造成 的 ,如 图 2 - 8 所 示 。 
将 式 (2 ~- 135) 代 人 式 (2-119), 有 
p = Paa2ze (2-136) 
将 式 (2- 131) 与 式 (2 - 132) 代 回 式 (2- 125) 与 式 (2 -126)， 
可 得 


u = (2-137) 
p=- E le “ (2-138) 
为 了 确定 双 悬 臂 梁 试 样 的 应 力 强度 因子 ,下 面 导 出 该 梁 总 势 


能 及 其 差 率 的 表达 式 。 
该 梁 未 开裂 段 的 应 变 能 U, 为 


of Q 

U. = 中 erate Zp AS 

将 式 (2 - 134) 与 式 (2- 135) 代 入 上 式 , 经 积分 可 得 
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(Pa) , (Payta _ (Pa 1 
U= El t zA El 


因此 ,可 以 看 出 ,在 未 开裂 段 , 剪 切 应变 能 应 等 于 弯曲 应 变 能 。 
该 梁 开 裂 段 应 变 能 为 Uc ,在 计 及 剪 切 变形 后 ,应 有 


_ (Paya | (Pay 1 * 
Uc = EI 3 TA z (2-141) 


从 而 , 双 悬 璧 梁 试 样 的 总 应 变 能 为 


G [+a t’ Ta] 


(2 - 142) 


(2- 140) 


U=U,+Uc = 


总 势能 差 率 G 的 一 般 表 达 式 为 
G= = — 5 (2-143) 
将 式 (2- 142) 代 人 上 式 , 可 得 
= geo (+i Ly (2-144) 
对 于 张 开 型 裂纹 ,G 与 K 1 具有 如 下 关系 : 
K, =VEG (2-145) 
将 式 (2 - 144) 代 入 上 式 , 有 
Ki = Pa JL rz) (2-146) 
由 上 式 可 见 , 为 了 确定 K ,需要 知道 a, 
由 式 (2- 124) 可 知 ,a 取 决 于 等 效 剪 切 弹 性 模 量 w” 。 它 可 由 
能 量 原则 确定 。 在 以 上 分 析 中 ,一 方面 ,根据 平面 假设 , 切 应 变 y 


与 切 应 力 + 沿 横 截面 均匀 分 布 。 以 rw 表示 这 一 平均 切 应 力 。 
于 是 


r= z, (2-147) 
同时 , 梁 的 单位 长 度 剪 切 应 变 能 为 


(2 - 148) 
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另 一 方面 ,根据 平衡 方程 , 切 应 力 + 沿 着 矩形 模 截 面 的 高 度 作 


抛物 线 变 化 , 即 

t= ta (1 1%)= 3r. (1 45) 
这 时 , 梁 的 单位 长 度 剪 切 应 变 能 为 

Ds = lae) 0-4) e 


令 式 (2 -148) 与 式 (2 - 150) 相 等 ,可 得 


。 5 _ 5 E 
IE 
将 上 式 代 人 式 (2- 124), 有 
Re 
Œh’? 
式 中 
l+» 
K 5 
AE, v Etik. WRA * 王 1/4, 由 上 式 可 知 
1 
kaL 
2 


将 式 (2 -152) 代 回 式 (2 - 146) ,可 得 计 及 根部 效应 


梁 试 样 应 力 强度 因子 为 


Kr= Pa y (1+ +) 


当 h<10a 时 ,上 式 变 为 式 (2 - 102) , Bp 


P. 
K, = Pa 应 = 一 2V3 sn 
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(2 - 150) 


(2-151) 


(2-152) 


(2-153) 


(2-154) 
# R i i 


(2-155) 


(2-156) 


ME “二 维 应 力 强度 因子 的 能 量 差事 解法 Q 
2.5 平面 问题 应 力 强度 因子 的 刚度 导数 解法 


2.5.1 张 开 型 裂纹 情况 


如 果 引 入 有 限 单元 法 ,可 将 应 力 强 度 因 子 的 能 量 差 率 解法 用 
于 更 为 普遍 的 情况 。 首 先 ,考虑 张 开 型 裂纹 乎 面 问题 。 

如 果 应 用 有 限 单元 法 已 得 到 总 体 节 点 位 移 列 阵 {U}, 则 系统 
总 势能 卫 可 由 和 矩阵 形式 表示 为 


m= {UEKIU} — {U}" {P} (2 -157) 
式 中 ,[K] 与 (1P} 分 别 为 总 体 刚度 矩阵 与 总 体 节点 外 力 列 阵 。 


对 于 单位 厚度 的 板 , 总 势能 差 率 为 


G =— dll (2 -158) 
da 


将 式 (2- 157) 代 入 式 (2 -158) ,有 
P 
zU (gKI)U) 
(u) TA dip) (2 - 159) 


进一步 ,化 简 式 (2 - 159) 。 该 式 等 号 右边 第 一 、 二 两 项 分 别 为 
(ET) ERI} = Kr | 


(2-160) 
(Uyt[K) (Z tU))= SS U,K n a| 


"=l n=l 


式 中 ,M 为 总 体 刚 度 矩 阵 [K] 的 阶 次 ,zz 与 ee 
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天 所 在 的 行 序 与 列 序 。 由 刚度 矩阵 的 对 称 性 ,可 知 
Kun = Kuu (2-161) 
另外 ,考虑 到 在 式 (2 - 160) 中 的 双重 求 和 与 求 和 的 次 序 无 关 , 有 
(EU ) IKID) = UFIKI( U) 2-162 
根据 式 (2 - 162), 可 将 式 (2 - 159) 写 成 


G =- (是 (UPF)CGO — (P) — 


L d d 
z UY (GUKIN + tU)! AAP) (2-163) 
进一步 ,由 有 限 元 素 法 ,可 知 


[KJ{U} = (P) (2-164) 
同时 ,由 于 载荷 与 裂纹 尺寸 无 关 , 有 
d í 
4; = 0 (2-165) 
考虑 到 式 (2 -164) 与 式 (2 - 165) ,可 将 式 (2 - 163) 简 化 为 
=- 4u (EKI) U) (2 -166) 


为 了 确定 式 (2- 166) 中 刚度 矩阵 对 裂纹 尺寸 的 导 函 数 ,围绕 裂纹 
尖端 取 闭 合 折 线 与 ,如 图 2 -11 所 示 。 当 裂纹 尖端 向 右 移 动 
Aa RAF P, 上 的 节点 不 动 ,而 位 于 P. 上 的 节点 与 裂纹 尖端 
一 起 向 右 移动 aa。 因此 ,只 有 位 于 了 5r 之 间 的 元 素 刚度 矩阵 
发 生变 化 ,如 图 2- 11 所 示 。 

i P, 5r 之 间 的 元 素 个 数 为 N, 则 


LK] = Sirk J (2-167) 
da pps da z = 


AP [KJER i 个 元 素 的 扩 阶 刚度 矩阵 。 令 zj 代表 第 i 个 元 素 
第 7 个 节点 的 横 坐 标 , 则 


d ~a dz; x 
gll = 22 P= LK] S (2 - 168) 
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图 2-11 裂纹 尖端 移动 时 有 限 单元 刚度 的 变化 


d ( 当 节点 7 在 Fe E) 
da 0 ”( 当 节点 j 不 在 T。 上 ) 
将 式 (2 -168) 代 入 式 (2 -166) 后 ,Ki 取决 于 下 式 , 即 


G= EK (2-170) 


(2-169) 


2.5.2 复合 型 裂纹 情况 


图 2- 12 表示 一 个 受 拉 伸 的 含 斜 裂 纹 矩 形 板 。 可 采用 分 解法 
将 其 分 解 成 平面 张 开 型 与 平面 前 切 型 两 种 裂纹 问题 ,然后 分 别 采 
用 刚度 导数 方法 求解 Ki 与 Kr。 具体 做 法 如 下 : 

O 划分 有 限 元 网 格 。 在 划分 网 格 时 要 保证 在 板 中 每 一 裂纹 
尖端 附近 有 一 关于 裂纹 及 其 延长 线 为 对 称 并 包括 裂 尖 在 内 的 子 区 
域 ,如 图 2- 12 所 示 。 

@ 进行 有 限 元 分 析 ,并 给 出 子 区 域 边界 上 的 节点 位 移 或 节点 
外 力 。 

@ 将 子 区 域 边界 上 节点 位 移 ( 或 节点 外 力 ) 分 解 成 两 种 状态 : 
关于 裂纹 及 其 延长 线 对 称 的 节点 位 移 ws?” 与,?”( 或 节点 外 力 pe 
与 p”) 和 关于 裂纹 及 其 延长 线 反对 称 的 节点 位 移 zx 与 zx” (或 
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图 2-12 含 余 裂 纹 受 拉 伸 矩 形 板 


节点 外 力 px 与 by) 。 

@ 采用 刚度 导数 方法 分 别 求解 对 称 与 反对 称 状态 的 应 力 强 
度 因 子 K1 和 Ki。 

设 分 解 前 子 区 域 边界 上 关于 裂纹 及 其 延长 线 对称 点 的 位 移 分 
AA uP Gup Uku? 与 a ,如 图 2-12 所 示 。 于 是 


uP = [eS 十 J， a = [ut ut] 


(2-171) 
1 


u = Lute — u], u? = Fu +u] 


(2-172) 
对 于 子 区 域 的 节点 外 力 亦 可 进行 类 似 分 解 。 
本 书 主编 及 其 研究 生 提 出 了 广义 刚度 导数 方法 ,用 以 求解 变 
厚度 板 裂 纹 问 题 以 及 复合 型 裂纹 问题 , 详 见 参考 文献 [2. 1],[2. 2] 
与 [2. 3]。 
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界 配 位 解法 


若 要 获得 含 裂纹 有 限 大 板 应 力 场 的 解析 解 ,通常 在 数学 上 有 
很 大 困难 。 因 此 ,许多 研究 者 正在 探索 有 限 尺 寸 板 裂纹 问题 的 半 
解析 、 半 数值 解 。 

边界 配 位 法 就 是 一 种 求解 有 限 大 板 应 力 强度 因子 的 一 种 半 解 
析 、 半 数值 方法 。 这 种 方法 在 求解 含 边缘 裂纹 的 单 连通 板 问题 时 
还 是 比较 方便 的 。 用 于 材料 断裂 性 能 测试 的 三 点 弯曲 试 样 与 紧凑 
拉 伸 试 样 的 应 力 强 度 因子 就 是 由 这 种 方法 求 得 的 。 边 界 配 位 解法 
是 建立 在 平面 问题 极 坐标 分 离 变 量 解法 原理 之 上 的 。 因 此 首先 介 
绍 弹性 力学 平面 问题 极 坐标 系 分 离 变 量 解法 。 


3.1 平面 问题 极 坐 标 系 分 离 变 量 解法 


3.1.1 平面 问题 极 坐标 系 基 本 方程 


在 直角 坐标 系 中 , 线 弹 性 平面 问题 的 求解 可 归结 为 在 一 组 边 
界 条 件 下 ,求解 以 下 双 调 和 方程 : 


D2 rH 2 
V V AlI, y) = ( s -一 


s= a) A=0 (3:=1) 


式 中 ,A 为 应 力 函 数 。 应 力 分 量 cr,c 和 vc 与 4 之 间 存 在 如 下 
微分 关系 ， 
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Oy = — (3-2) 


式 (3 - 1) 与 式 (3 - 2) 分 别 表示 在 无 体力 时 平面 问题 的 协调 方程 与 
平衡 方程 。 通 过 坐标 变换 ,可 将 以 上 二 式 化 成 极 坐标 形式 。 

首先 ,根据 应 力 分量 的 坐标 变换 公式 (应 力 圆 ) ,可 以 导出 直角 
坐标 系 应力 分 量 ce ,aw ,0 与 极 坐标 系 应 力 分 量 cv ,oo ,ceo 的 关 
系 式 ， 


On = + (a, HOn) +ECO — a, )cos 20 十 cosin 20 


oo = (a, 十 om) 一 于 (ou 一 om)cos 20 — onsin 20 


0% 一 一 Fo. 一 am)sin 20+ ø, cos 20 


《3 二 3) 
式 中 ,6 为 极 坐标 系 中 的 极 角 。 
其 次 , 列 出 直角 坐标 与 极 坐标 变换 关系 : 
工 一 rcos 0, y = rsin 0 
r= =+, AS ssa 
于 是 ,可 得 各 阶 导数 之 间 的 关系 : 
Ə 1. 9 
Jz 7 cos 9 = — — sin 0 Sg 
3 i (3-5) 
7y sin 0 £ + Leos 0 95 
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a= (t t> an) 
(Z -42-4 S )eos20+ 
($-t) 20 
1/2 ia 1 Ə (3-6) 
zlar 3 az eos 20— 
(4 -tosin 20 

55 už 12 I Sa sin 29 一 
(Bt 


将 式 (3 -6) 代 人 式 (3- 2) ,再 将 所 得 结果 代入 式 (3 - 3) ,可 得 
极 坐标 系 应 力 分 量 : 


o 124, 12A 
e e T 
Ow = zA (3-7) 
3/1 23A 
ou == [+ 90) 
上 式 等 效 于 极 坐 标 系 的 平衡 方程。 


将 式 (3 -6) 代 和 人 式 (3- 1) ,可 得 
vva- (Briitta Ga 
上 式 即 为 极 坐标 系 的 协调 方程 。 
以 上 这 种 通过 坐标 变换 由 平面 问题 的 直角 坐标 系 支配 方程 出 


发 建立 极 坐标 系 支配 方程 的 方法 见 参考 文献 [3. 1] 。 
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3.1.2 极 坐 标 系 基本 方程 通 解 


现在 ,采用 分 离 变 量 法 求解 协调 方程 式 (3 - 8)。 令 
Ar, = > A, = >) r RO (3-9) 


将 式 (3 -9) 代 入 式 (3 -8) ,可 得 关于 未 知 函数 F, (0) É) W£ të Y 
方程 : 


S ROAD + Q — 13 ] S F, (0) + 


T d° 
Q +122Q — 1: F,(0) = 0 (3-10) 
上 述 方程 的 解 具 有 如 下 形式 : 
F,(0) = e (3-1) 


将 式 (3 -11) 代 人 式 (3 - 10) ,并 经 因 式 分 解 ,有 
[K 十 (一 1)2]CK:z + Q +1)2]J = 0 (3 -12) 
由 此 可 得 
K = (0 十 Di， K,=—Q+ i) 
=Z. Q= iy Kasai] 
于 是 ,由 式 (3- 11) 与 式 (3- 13) 可 知 ,F(b) 的 通 解 为 
F,(0) =a,cos (十 1)g 十 bsin Q + 1)0—+ 
cacos (À — 1)0+ disin (À — 1)0 (3-14) 
将 式 (3 - 14) 代 人 式 (3 -9), 有 
Ar D = 》 A,Cr,0 = 3] r=: F,(0) = 
à À 


(3-13) 


Dr [arcos (A +1)8+bisin Q +1)0+ 
z 


cacos (À — 1)0+- disin Q — 1)0] (3-15) 
进一步 ,将 式 (3- 15) 代 入 式 (3 -7), 可 得 极 坐 标 系 应 力 分 量 
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s, = Don = Dr [Q + DFO + F0] 
a à 

oa = Jon = J, r Q + DAFO) (3 -16) 
a H 


On = on 一 一 > rF (0) 
à 


3.2 含 边缘 裂纹 有 限 大 板 的 通 解 


3.2.1 满足 裂纹 表面 边界 条 件 的 解答 


如 果 和 裂纹 表面 是 自由 的 , 则 裂纹 上 \ 下 岸 的 边界 条 件 为 
0 ===, O% = 0, ae 一 0 (3-17) 
如 图 3-1 所 示 。 


图 3-1 含 边缘 弄 纹 板 


将 式 (3-16) 代 入 式 (3-17), 有 
Fi(+r)=0, F.Grm) = 0 (3-18) 
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进一步 ,将 式 (3 - 14) 代 入 式 (3 - 18) ,可 得 一 组 关于 确定 ax ,b,c 
与 di 的 线性 代数 方程 组 : 
a,)cos(À + 1)zx + bisin( À + 1)z + 
cacosCàÀ — 1)x + disin(à — 1)x = 0 (3-19) 
FallA + 1)sin(À + 1rth l)cosA + 1)x + 
c QA — 1)sin(À — 1)=w 十 
d,(À — 1)cos(à — 1)x = 0 (3-20) 
式 (3-19). 式 (3-20) 代 表 asbie 与 d 的 四 个 齐 次 线性 代数 方 
HEHA. a,b,c 5 d, 具有 非 零 解 的 条 件 是 这 个 方程 组 的 系数 行 
列 式 为 零 。 展 开 这 一 行列 式 , 则 非 零 解 的 条 件 为 
sin 24x = 0 (3-21) 
以 上 超越 方程 的 根 为 
Asti, tl, +$, 2e G-22) 


为 了 在 式 (3 - 22) 中 选取 力学 上 合理 的 本 征 值 ,以 裂纹 尖端 为 
圆心 ,以 尺 为 半径 作 一 径 向 开裂 圆 。A 的 取 值 应 在 R 一 0 时 使 圆 内 
包含 的 应 变 能 U 不 趋 于 无 限 大 。 

对 于 平面 问题 ,应 变 能 密度 为 


w 一 去 (over 十 O60e60 + 20,268. ) = 


1r1 ia i 
FLEA- onon + ch) + goi ] (3-23) 


考虑 到 式 (3 - 16) ,可 将 上 式 写成 如 下 形式 : 
War e) B-24) 
开裂 圆 内 的 应 变 能 为 


üa INI Wrrdrdg = Ref Wd (3-25) 
由 上 式 可 知 ,4 只 能 取 正 值 。 这 样 , 当 R—0 时 ,U->0。 
下 面 ,考虑 arsbi sc 5 d 的 关系 。 
若 取 为 半 整 数 , 即 
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1 L 3 5... 2k—1.. 
2°22 2 
则 
cos(À + 1)x = cos(À — l)n = 0 
sin(À + 1)z = sin(À — 1)n == 1 
于 是 由 式 (3 -19) 与 式 (3 -20) ,可 知 
4 十 1 


ARA 为 整数 , 即 
4=1,2,3,,k 


则 
cos(À + 1)x 一 cos(A 一 1)r =+ 1 
sin(à + 1)x = sin(À — 1)x = 0 
于 是 由 式 (3 - 19) 与 式 (3- 20), 可 知 
Ca 一 一 Qi d, = Als 
进一步 , 令 
X= 她 ， nal 


当 n 为 奇数 时 ,4 为 半 整 数 , 式 (3 - 28) 变 为 


| EGT 
a, z Crs b, = 2 d, 

zt! z+! 

当 nn 为 偶数 时 ,4 为 整数 , 式 (3 - 31) 变 为 

n n 

ztl >—1 
a, Z Cn» b, = š d, 

ztl z+! 


从 而 ,可 将 式 (3 - 33) 与 式 (3 -34) 写 成 如 下 统一 形式 : 
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《3 一 27) 


(3-28) 


(3 -29) 


(3-30) 


(3-31) 


(3-32) 


(3-33) 


(3 -34) 
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n x n n 
IRE Aa 1) P yes 7 eà 1) " 
> +1 FH 
B-35) 
最 后 ,将 式 (3 - 35) 与 式 (3 -32) 代 人 和 人 式 (3 - 15) ,可 得 满足 烈 
纹 表面 边界 条 件 的 应 力 函 数 如 下 : 


A= 六 cr 和 [ses (2 — 1 )4+ a,cos[-+ + 1)0]+ 


n=1 


Far [sin(4 一 1)9+Bsin (到 十 1)o]+ A, 


n=l 


(3-36) 
式 中 
u as s: ë 
pa 
x f (3-37) 
pen 22 
Fr 
Ai = Arcos 0 十 Borsin 0 + G, (3-38) 
即 
A, = Aoz + Boy +C (3-39) 


3.2.2 应 力 分 量 的 全 场 解 与 近 场 解 


将 式 (3- 36) 代 入 式 (3 -7), 有 
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on Zeri ail 1)sin( $- 1)04 
a(z +1)sn[2+1)6]— 
Sat pigie- 
(2 -+1)eos[2 +1)0) 


(3- 40) 

式 (3 -40) 给 出 了 含 边缘 裂纹 板 应 力 分量 全 场 解 。 由 该 式 可 
见 : 与 cv 相关 的 应 力 分 量 是 关于 裂纹 及 其 延长 线 为 对 称 的 ,如 
图 3-2(a) 所 示 ; 与 d, 相关 的 应 力 分 量 是 关于 裂纹 及 其 延长 线 为 
反对 称 的 ,如 图 3-2(b) 所 示 。 

由 式 (3 -40) 可 知 : 当 rr 一 0 时 ,n = 1 的 项 趋向 无 限 大 , 故 被 
称 为 奇异 项 ; 当 r— 0 BF, n> 1 的 项 趋向 零 , 故 被 称 为 非 奇 异 项 。 
因此 ,在 裂纹 尖端 附近 ,只 需 考虑 = 1 的 项 。 由 式 (3 -40) 可 知 ， 
在 裂纹 尖端 附近 ,有 
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(a) 对 称 情况 


~ Ou 
(b) 反对 称 情况 
图 3-2 含 边 纺 裂 纹 板 应 力 场 
e 1 0 30 =E L fe 2 8. . 30 
Or cr? 4 (5cos p cos z) dr 4 (5sin z 3sin z) 
£ 0 0 £ 0 ¿88 
Oa = cır? 4 (3cos 2 + cos Š z) dir™ + 1 z +3sin 2) 
Og ar + 1 [sin 5 0 J sa Š b) a d cos £ + 3cos 3) 
> ç ay 2 


局 断裂 与 损伤 力学 


令 
Ki=aVvir, Ky 一 diV2r 
则 式 (3 -41) 可 以 改写 为 


7) 

LK fz (sin # 3sin $) 

Oo Lk, [z (30s 4 + cos 2) 
LK /a (3sin 2 +3sin 3) 


+K na/z (cos $+ scos s) 


(3- 42) 


(3-43) 


ERA t $Ë A $s # pš 3) $y Bt 389 S a 8. K, 与 Ku 分 别 表示 


I 型 与 工 型 应 力 强度 因子 。 


3.3 ”应 力 强度 因子 的 边界 配 位 解法 


3.3.1 裂纹 以 外 的 边界 条 件 


应 力 分 量 表达 式 (3 - 40) 中 的 系数 c, 与 d, 中 包含 与 应 力 强 
度 因子 直接 相关 的 c, 与 di , 需 由 裂纹 以 外 边界 条 件 确定 。 对 于 有 
限 大 板 , 这 种 边界 条 件 不 能 精确 满足 。 边 界 配 位 法 可 使 这 种 边界 


条 件 近似 得 到 满足 。 


首先 ,建立 分 布 外 力 形式 的 边界 条 件 , 设 边界 单位 弧 长 的 外 力 
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分 量 为 T. 与 T,。 边 界 上 外 法 线 "的 方向 余弦 为 !- 51,0 
l, = cos(v,z), l, = cos(v,y) (3-44) 
裂纹 表面 以 外 的 静 力 边界 条 件 为 
Ounle Oyly = pa 
Oyl: 十 cool = T, 


(3 -45) 


如 图 3-3 所 示 。 


图 3-3 分 布 外 力 形式 的 边界 条 件 
将 式 (3 -2) 代 入 式 (3- 45) ,并 考虑 到 
pal k e = 2 (3-46) 


* as’ 


应 用 复合 函数 求 导 法 则 ,有 


S ðs 


(3 -47) 


为 使 边界 条 件 表 达 式 适用 于 集中 外 力 的 情况 ,下 面 建立 集中 


外 力 形式 的 边界 条 件 。 边 界 PQ 段 的 合力 分 量 R, 5R, 分 别 为 
81 


Ú 断裂 与 损伤 力学 
Q 
RS lip! 


: (3 - 48) 
R, = fra 
如 图 3 -4 所 示 。 将 式 (3 -47) 代 入 式 (3 -48) ,可 知 
3A 2A 
Ha a (3>), (3 -49) 
R, =— (z). + (52)。 
图 3-4 合力 形式 的 边界 条 件 
调节 应 力 函 数 表达 式 (3 - 36) 中 的 Au B 与 C, ,使 
(2), =° 
a P (3 -50) 
(35), =° 
则 式 (3 - 49) 变 成 
R. = (%2 
(O>), (3 -51) 
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还 可 以 将 式 (3 - 51) 改 写成 为 更 加 简便 的 形式 。 将 边界 上 
PQ 段 的 合力 分 量 R, 5R, 向 着 边界 在 点 Q 的 外 法 线 v 与 切线 
方向 投影 ,并 得 到 合力 分 量 R. SR WF: 
R, = R,cos (vo +z) + R,cos (vg, y) 


(3-52) 
R, =— R,cos (va, y) + R,cos (vq +z) 
将 式 (3 -51) 代 入 式 (3 - 52) ,并 考虑 到 下 式 
9 9. 
cos (vq,z) = = = = 
2 u (8 - 53) 
ms 
cos (vq,y) = 了 
则 由 复合 函数 求 导 法 则 ,可知 
-4 z5 
R, = EP (3 - 54) 
R, =— 2A (3-55) 


进一步 ,建立 边界 上 PQ 段 分 布 外 力 对 于 点 Q 的 力矩 Ma 的 
表达 式 , 有 


Ma = [re- Toa)—T(y—ya)}ds (3-56) 
经 过 分 部 积分 ,上 式 变 为 


S Q S Q 
Mo =(z—zo)| Tash = G — so) | Tas >: 
P r. P P 
Q S dr S dy 
PUF Toa) (F ra ja e-n 
将 式 (3 -48) 与 式 (3 -51) 代 入 式 (3 -57), 有 
/aadz _2A dy 
Mo N. ZA a y)as (3- 58) 


积分 上 式 , 可 得 
Ma = Aq— Ap (3-59) 
调节 应 力 函 数 表 达 式 中 的 A B 与 Co ,使 
A, =0 (3-60) 
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于 是 
Mo = Aq (3-61) 
至 此 ,裂纹 以 外 的 边界 条 件 可 由 式 (3 - 55) 与 式 (3 - 61) 表 示 ; 
另外 ,还 有 以 式 (3- 50) 以 及 式 (3 - 60) 表 示 的 三 个 附加 条 件 。 


3.3.2 应 力 强度 因子 的 边界 配 位 解法 


为 了 根据 以 上 边界 条 件 与 附加 的 简化 条 件 确定 应 力 函 数 A 
中 与 应 力 强度 因子 直接 相关 的 待定 系数 c; 和 di , 列 出 应 力 函 数 及 
其 一 阶 偏 导 函 数 的 表达 式 。 由 式 (3 - 36) ,可知 


A=D) eri flO) + Pdrit'g, 0) 十 


Aorcos 0 + Borsin 0+ Co (3-62) 
式 中 
fD 一 cos( 吕 一 1)9 十 ancos (器 十 1)9 
(3-63) 
0,(0) = sin [+ = 1)0+8.sin( + + 1) 
根据 复合 函数 求 导 法 则 ,有 
2A _ 2A ar | 2A 20 
az gargz ' 3d 3x C3 6 
2A _ 2A or , 3A 90 
ay gray 909y 
2A _ 9A ar | 2A Əy 
3v 3z 3v ayay i 
由 图 3 -4, 可 见 
3z 一 Ch = Sino $ 
Jy 7 COS w, zy 7 Sin w (3-66) 


由 式 (3 -4) ,可知 
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ar cos 0, 3. _ Laing 
£3 DZ r 
(3-67) 
I = sinb 90. Eosi 
Iy ” 3y 


将 式 (3 - DRAR (3 - 64) 与 式 (3 - 65), 并 考虑 到 
式 (3 -66) 与 式 (3 - 67) ,可 将 应 力 函 数 A XF z, y 与 v 的 三 个 偏 导 
函数 写成 如 下 形式 : 


aA _ oe ` 
Sr = Dr lr + Sd ðn (r0) +A 
F i (3-68) 
aA AY 
A = cyw(r'g) 十 >) dmw(r,g) 十 有 
9y n=1 n=l 
aA N N 
ETA 27. CrO) + 243, Cr,0) + Acos w+ Bsin w 


(3-69) 


Ya r0) =#[( +1) A.D cos 0— f.O sin 0] 
a (r,0) = rË [G +1)g.(0)cos 0— g (Osin J 
Yp) = t ( +1) f.O sin 0 + fO cos 0] 
(+1) 


ó, (r,0) = åf > + 1 )g,(0)sin 0 + g+,C0)cos o] 
(3-70) 
思 = ri[ (F +1]).COcost0— a) f, Osina w) | 


t> 


ë, = rz [(z + 1)g.(0)cos(0—o) — gOsin(0—o) | 


(3-71) 
同时 ,应 力 函 数 A 本 身 亦 可 写成 如 下 简单 形式 : 
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N N 
A = Dalr D+ 274,0,(r,0) + Ar + Boy + O, 
n=l 


n=l 


G -72) 
式 中 
Yar, D 一 rh SaD) 
6,(r,0) = rig, (0) | 
现在 ,共有 2N+3 个 特定 常数 , 即 ci d, Cd c. du 以 及 
4u,Bo,Cs。 为 了 确定 这 些 常数 ,在 裂纹 以 外 的 边界 上 选取 N+ 1 
个 点 ,它们 是 定点 已 与 动 点 Qi,…',Qi,…,Qvw。 这 些 点 的 极 坐标 
DRA Cros), Cris), (r 0), Crn On) MAQ 至 
点 Qu, 主 向 量 分量 与 主 矩 分 别 为 Rast Risto Rw 与 Mi,…， 
M;,… ,Mn。 于 是 ,考虑 到 式 (3 -68) 与 式 (3 -72), 可 将 附加 简化 
条 件 式 (3 - 50) 与 式 (3 -60) 写 成 如 下 形式 : 


N N 
E cnYn Cro sbo) + Dd Cro 0) + Aoo +Boyo +C = 0 
n=l 


n=l 


(3-73) 


N N 
Deya lrorb) + Syd ða Cro ,0,) +A = 0 


n=l aal 


N N 
Dor ro ) + Dy dd (ro,0)+B, = 0 
n=l n=] 


B-74) 
进一步 ,考虑 到 式 (3 - 69) 55 zÉ (3 - 72) ,可 将 主 向 量 与 主 矩 形式 的 
边界 条 件 写成 如 下 形式 : 


N N 
De aya (ri 0) + 214.8, ri,0,) + 
n=1 n=) 

Acos w + Bosin w =— R; 


N N 
Denya Cri s0) + J, dôn Cri 0 + 
n=1 


nat 
Az: + Boyi + Ç; = M, 
(3 -75) 
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这 样 ,共有 2N 十 3 个 方程 ,以 确定 2N 十 3 个 特定 常数 。 在 此 基础 
上 , 即 可 由 式 (3 - 42) 确 定 应 力 强 度 因子 K 与 Ku + 


3.4 标准 试 样 应 力 强 度 因子 的 表达 式 


3.4.1 三 点 弯曲 试 样 


图 3- 5 表示 一 个 三 点 弯曲 试 样 。 这 种 试 样 经 常用 于 材料 的 
抗 断裂 性 能 测试 。 可 采用 边界 配 位 方法 求解 它们 的 应 力 强 度 
因子 。 


bl 
bn 


图 3-5 ZAFAR 


这 种 试 样 的 边界 配 位 情况 示 于 图 3 -6。 

应 当 指出 ,在 选用 边界 配 位 方法 计算 应 力 强度 因子 时 ,需要 进 
行 收敛 性 验证 , 即 不 断 地 增加 配点 个 数 ,缩短 相 邻 配点 距离 ,直至 
得 到 应 力 强度 因子 的 稳定 值 。 

为 了 便于 应 用 ,可 以 将 在 不 同 量 纲 为 1 的 几何 尺寸 下 所 得 量 
岗 为 1 的 应 力 强度 因子 结果 拟 合 成 为 经 验 公 式 的 形式 。 对 于 三 点 
弯曲 试 样 ,这 个 经 验 公 式 为 
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图 3-6 三 点 弯曲 试 样 的 边界 配 位 图 


Kr bwt (7. 30 十 0. ajg- 2 9 )sec( 3) tan( zi ) 


(3-76) 
式 中 ,s 为 试 样 两 个 支点 的 距离 ( 跨 长 );W 为 试 样 的 高 度 ; B 为 试 
样 的 厚度 ;a 为 裂纹 深度 M 为 将 该 试 样 视 为 简 支 梁 时 作用 在 中 间 
截面 的 最 大 弯 矩 。 显 然 有 


M= +P: (3-77) 


式 中 ,P 为 作用 在 该 梁 中 间 截 面 上 方 的 集中 力 。 

与 数值 结果 相 比 较 , 式 (3 - 76) 在 0.4<a/W<0. 6 范围 内 的 
误差 小 于 0.5%。 
3.4.2 KHAIRA 


图 3 - 7 表示 一 个 紧凑 拉 伸 试 样 。 这 种 试 样 也 经 常用 于 材料 
抗 断裂 性 能 测试 。 


88 


第 3 章 “二 维 应 力 强度 因子 边界 配 位 解法 Ü 


图 3-7 RR 
这 种 试 样 的 应 力 强 度 因子 也 可 由 边界 配 位 方法 得 到 ,但 要 建 
立 它们 的 简化 力学 模型 。 这 是 因为 目前 通用 的 边界 配 位 方法 是 建 
立 在 根据 分 离 变量 方法 所 得 应 力 函 数 通 解 基础 之 上 的 。 这 一 通 解 
只 适用 于 含有 边缘 裂纹 的 单 连通 域 。 实 际 上 , 紧凑 拉 伸 试 件 是 受 
钉 传 载荷 的 复 连通 域 。 为 此 ,通过 两 个 钉 孔 中 心 作 一 个 截面 ,将 试 
件 切 开 , 保 存 包 含 裂纹 尖端 的 右边 部 分 ,并 将 上 、 下 两 个 半圆 形 缺 
口 填 平 , 然 后 在 该 截面 的 上 、 下 两 部 分 上 按 梁 的 切 应 力 公 式 施 加 分 
布 剪 切 载荷 q 代替 原来 的 钉 传 载荷 已 ,如 图 3-8 所 示 。 这 就 是 紧 
竣 拉 伸 试 件 的 力学 模型 。 
上 述 前 切 载荷 g 可 由 材料 力学 的 公式 表示 为 
gs l+ H- (#H-y) | (3-78) 
式 中 ,B 为 试 件 厚 度 ;7 为 单个 截面 的 轴 惯 矩 。 
元 二 BH (3-79) 
给 出 根据 边界 配 位 法 计算 结果 拟 合 所 得 量 纲 为 1 的 应 
力 强 度 因子 的 两 个 表达 式 : 
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K 


[3.31 
[3.2] 


[3.3] 
[3.4] 
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图 3-8 紧凑 拉 伸 试 样 力学 模型 


BW? 1.463(1.718+%)(1-§) ， H> 


BW: =2.6(&)' = 18.5 (2) + 655. (6) ú 


lo17[;) + 638 9(@) w = 0.6 
(3-81) 
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第 4+ 章 二 维 应 力 强度 因子 的 


解析 变 分 解法 一 一 各 向 同性 板 


在 第 3 章 中 ,介绍 了 应 力 强度 因子 的 边界 配 位 解法 。 这 个 方 
法 的 优点 在 于 容易 形成 线性 代数 方程 组 的 系数 矩阵 。 但 是 ,这 个 
方法 具有 以 下 缺点 :首先 ,在 边界 节点 配 位 方面 ,缺少 理论 基础 , 即 
不 能 根据 外 力 分 布 状况 调整 节点 布局 ;其 次 ,在 由 分 离 变 量 方法 获 
得 通 解 的 基础 上 ,无 法 解决 复 连通 域 的 问题 ,因此 在 求解 紧凑 拉 仲 
试 件 应 力 强度 因子 时 ,只 能 极其 粗糙 地 将 复 连 通 域 简化 为 单 连 
通 域 。 
基于 以 上 原因 ,本 书 作者 提出 了 二 维 应 力 强度 因子 的 解析 变 
分 解法 。 


4.1 各 向 同性 平面 问题 位 移 法 支配 方程 及 
其 通 解 
4.1.1 平面 问题 位 移 法 支配 方程 


在 平面 应 变 问题 中 ,应 变 分 量 e, 与 位 移 分 量 u, 具有 如 下 几何 
关系 : 


1 /9u , Ju 53 
e; AE TA] (i,j = 1.2) (4-1) 


对 于 各 向 同性 材料 ,应 力 分 量 mw 与 应 变 分 量 sy 具有 如 下 本 构 
关系 : 
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Oj = yEy + O40n€n (ij = 1,2) (4-2) 
式 中 ,4 与 4 为 拉 梅 (Lamé) 常 数 。 在 没有 体力 的 情况 下 ,应 力 分 
量具 有 以 下 平衡 关系 : 


ELA yoy 
J= Gig = 125 (4-3) 
将 式 (4 -1) 代 入 式 (4- 2), 再 将 所 得 结果 代 人 式 (4- 3), 可 得 
以 位 移 分 量 表示 的 平衡 方程 如 下 : 
3 /Əu; 9 [Iui = 
Q +) AA MEATA) 0 (i,j = 1,2) 
(4-4) 
令 
u = iu + iu (4-5) 
了 
Vi =i Jz, +i Jz (4-6) 
9? 2? 
a 32 (4-7) 
则 可 将 式 (4 - 4) 写成 如 下 矢量 形式 : 
(A +u) ViCV (u) +u Nilu = 0 (4-8) 


对 于 广义 平面 应 力 问题 ,引入 位 移 矢量 沿 板 厚 2h 的 平均 
u’: 


w= 去 | udz (4 -9) 
则 可 得 到 类 似 于 平面 应 变 的 平衡 方程 : 
AAVV eu) Huut = 0 (4 -10) 


式 中 ,4" =2Ap/ (4 十 2u)。 


4. 1.2 支配 方程 的 复 变 函数 通 解 


引入 复 变 量 z RAHME z , BD 
z = Zi +izz, z = z — im; (4-11) 
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并 定义 以 下 复位 移 D. 
D = u + iu (4-12) 
则 利用 下 式 
Ə Ə Ə Ə .1 3 Ə 
Ent 3 = ilaa) (4-13) 
可 将 式 (4 - 8) 改 写 如 下 : 
ZDQ +a (D ++ aP] 0 (4-1 
将 式 (4 - 14) 对 z 进行 偏 积 分 ,有 
24+ (PD +P) WP SPa (4-15) 


式 中 ,4#(z) 为 积分 函数 。 式 (4 - 15) 3t $a >i 3 
2 +u (PP) uB = gG 4-16) 
将 式 (4-15) 和 式 (4 -16) 相 加 与 相 减 ,可 得 3D/azx 的 实 部 与 虚 部 
WF: 
aD 1 
4Q +2⁄)Re[ )= >[f C +T] 4-17) 


Iz 
1um(22) = ORAO (4-18) 
由 此 可 得 
Bua +w P = AHD — FH TE (4-19 


将 式 (4 -19) 对 = POA 
BUA +20)D = (Q + 3u)6(z) — (Q + u)z W (z) + Mz) 


(4-20) 
式 中 ,办 z) 亦 为 积分 函数 。 如 果 设 
_ 4(A 十 27p) € 
0Cz) SAER” p(z) (4-21) | 
Mz) =— 4(À + 2u) 0(z) (4-22) 


则 式 (4 -20) 可 以 改写 为 
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24D 一 kg(z) — zo (z) — lz) (4-23) 
式 中 
x= E=: =3-4 (平面 应 变 ) 
(4 -24) 
_ 十 3p _ 3—v 
KEETA TAY (平面 应 力 ) 
由 式 (4 -1) 与 式 (4- 2), 可 知 
On + oz =20 +o (22 + Z) (4 -25) 
; 3 9 . /9 a 
ol — 0x + 2io = 2 (2 +i (s 5) 
(4 -26) 


考虑 到 式 (4 -12) 与 式 (4 - 13), 可 将 式 (4- 25) 和 式 (4 - 26) 改 
写 为 


9. a. 
ou ton = 2a +w (2P +22) (4-27) 
mu — dn + 2iaio = 4p? (4-28) 


将 式 (4 -23) 代 入 式 (4 -27) 和 式 (4-28), 有 
on 十 oz = [p (z) +p C] (4 - 29) 
ol — on 十 2ios =— 2[z 7 (z) + # (z) ] (4 -30) 
令 


Tı =Z, zz 一 MU 一 Mr u =u, 


(4-31) 


On = 0,,+ Oz = 06, , Oiz = Oy 


则 式 (4 - 20) RU -29) 与 式 (4 -30) 分 别 变 为 
2p(z +iu,) = kg(z)— z9 G) — Ype) (4-32) 
o, +o, = 2[L9 (z) +7] (4-33) 
Oy — 0 一 2ic = [r7 (z) + # (2) ] (4-34) 


94 


第 4 章 “二 维 应 力 强度 因子 的 解析 变 分 解法 一 一 各 向 同性 板 Ú 


4.2 含 边缘 裂纹 有 限 大 板 的 解析 变 分 解法 


4.2.1 满足 裂纹 表面 边界 条 件 的 解答 


由 图 4-1, 在 裂纹 的 上 、 下 表面 ,有 
s 一 0， of = (4 -35) 
g =0 oF =0 (4 -36) 
式 中 , (十) 与 (一 ) 分 别 表示 裂纹 上 、 下 表面 。 
由 式 (4 -35) 与 式 (4 -36), 可 
知 边 界 条 件 只 与 o, 和 o, 有关 。 
为 此 ,将 式 (4 - 33) 与 式 (4 - 34) 相 
加 ,以 消去 cu 。 结 果 为 
oo 一 iou 一 gf(z) +p (z) + 


zo (xz) + ó (z) 


(4- 37) 
为 了 简化 边界 条 件 的 表达 
式 ,引入 以 下 辅助 函数 Q(z) , 即 | 
人 (2) =P OTO) — 图 4-1 含 边缘 列 坟 的 有 限 大 板 
(4 - 38) 


于 是 , 式 (4 ~ 37) 变 成 以 下 形式 : 

ow 一 iov =9 (z)+O 2) d (z —z)@ G) (4-39) 
进一步 ,在 裂纹 表面 上 ,有 

z 一 z 一 0 (4 - 40) 

令 上 表示 > 与 = 在 z 轴 上 的 值 , 将 边界 条 件 式 (4 - 35) 与 
式 (4 -36) 代 入 式 (4 - 39), 可 知 

DP ATAC = 0 (4-41) 

POHOP = 0 (4-42) 
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式 中 ,PC 与 PCD 分 别 为 当 = 趋向 裂纹 上 、 下 表面 时 P (z) 


的 极限 值 。 
将 式 (4 -41) 与 式 (4 - 42) 相 减 与 相 加 ,分 别 得 到 
AORTO MAO OR (4 - 43) 
DATO] =— [gD +O 4-44) 


式 (4 -43) 和 式 (4 -44) 表 明 , 当 = 掠 过 裂纹 表面 时 ,函数 [pg (z) — 
1 (z)] 是 连续 的 ,而 函数 [Ly (z) 十 0 (z)] 是 反对 称 间 断 的 。 于 是 ， 
这 两 个 函数 可 以 写成 
N 
g'z) — (Y G) = 2g(z) = 2), Gz" (4 - 45) 


n=0 
M 
PHE) = 2? fGz) = 2z X Faz” (4-46) 


在 式 (4 -45) 和 式 (4 - 46) 中 ,f(z) 与 &(z) 均 为 连续 函数 , 均 可 由 
朝 函 数 项 级 数 表示 。 级 数 的 系数 F. 与 G, 是 待定 的 ,一 般 均 为 复 


常数 ,可 分 为 实 部 与 虚 部 : 
F, = F® 十 iF29 (4 - 47) 
G, = G% + iG? (4 - 48) 
下 面 证 明 式 (4 - 46) 满 足 式 (4 - 44) 提 出 的 反对 称 间断 要 求 。 
将 复 变 量 z 写成 极 坐 标 形式 : 
z = re? = r(cos 0 十 isin 0) (4 - 49) 
于 是 


zt = te = t (cos š isin 2 ) (4-50) 
在 裂纹 上 表面 ,2 一 x, 且 
zt =—rti 4-51) 
在 裂纹 下 表面 ,0 一 一 x, 且 
=*t = rti (4 - 52) 
故 式 (4 - 46) 满 足 了 式 (4 - 44) 提 出 的 反对 称 间断 要 求 。 


由 式 (4 - 45) 与 式 (4 - 46) ,可 知 
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@'(z) = = f(z) + g(z) (4-53) 
Te) = = f(z) — g(z) (4-54) 
式 中 
M 
f(z) = > Fa” (4-55) 
= 
glz) = D  G,z" (4 - 56) 
n=0 


4.2.2 含 边缘 裂纹 板 的 应 力 场 


由 式 (4 - 38) ,可 将 式 (4 - 33) 与 式 (4 - 34) 改 写 如 下 : 


ao- 十 av = [p (z) + 9 (Cz)] (4-57) 
ow 一 au + 2io,, = 2[Q'(z) — g'z) — (z — z)g*(z)J 
(4-58) 
由 式 (4 - 53) 至 式 (4 - 56) ,可知 
N 
Ze = r Y) Fe > Gz" (4-59) 
=0 
ye = rt Fre” +c. (4 - 60) 


将 式 (4 -59) 和 式 (4- 50) 代 人 址 (4- 57) 与 式 (4 - 58) ,可 得 
om 十 oo 一 2 (zt) Fue" 二 $ 


m=0 


N 
> G,z" + >) G,z") (4-61) 


m= n=0 


e-d[5 (m= 4)Fnet + > nc] 


n=0 
(4-62) 
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为 简单 起 见 , 取 IM=NN, 并 引入 极 坐 标 
z = re? = r(cos 0 + isin 0) 
z = re” = r(cos 0 — isin D) 
z" = mei = r" (cos n + isin nô) 


=n mn oing 


= r" = r” (cos nô — isin nô) 


z 


(4 - 63) 


(4 -64) 


经 分 离 实 部 与 虚 部 ,可 得 含 边缘 裂纹 有 限 大 板 全 场 应 力 表达 式 : 


N 
a; 一 2 > rt LFR fR (0) + FP f0 (0)) + 


n=0 


N 
25 [Gi gt (0) + GI” gt (0)] 


n=0 


式 中 


FRO = cos(n 去 )9 一 (a } )sin 6sin[n— +) 


fo (0) 一 一 [2sin(n 3 )9+ (7 ; )sin Geos [z — 
gR (0) = 2cos n0 — nsin 0sin(n — 1)0 


gg (0) 一 一 [sin n0 + nsin 0cos(m — 1)0] 


SRO = cos[n — +)%+ (= 一 去 )sin ósin[n — + )@ 


II 


Fe (n-4)sin &cos(n— +) 


gO) = nsin 9sin(n 一 1)0 


gi (0) 一 一 sin n0 + nsin 0cos(n — 1)0 


MO = 一 (n= )sin Geos(n _ +)° 


Fea (0) — cos(n 3)9+ (" + )sin sin(a — + 


ga (0) =— [sin nô + nsin Ocos(n— 1)0] 


D 


gin (0) = nsin Osin (n — 1)0 
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式 (4-66) 被 称 为 应 力 分 量 的 角 分 布 函数 。 

由 式 (4 -65) 可 知 : 当 r 一 0 时 ,在 等 式 右 边 的 第 一 个 和 式 中 ， 
所 有 ”天 0 的 项 均 趋 于 零 ; 在 第 二 个 和 式 中 ,所 有 的 项 均 趋 于 零 。 
于 是 ,在 裂纹 尖端 附近 ,可 得 近 场 应 力 表 达 式 如 下 : 

oj = 2r-t[ F$ fR (0) + Fš: fH] (4 -67) 


< 
K, = 2V2rF® (4 - 68) 
Ky =—2./2z F° (4 - 69) 


并 考虑 到 式 (4- 66), 可 将 式 (4 -67) 改 写 如 下 : 


Ir 1 PSAT 
as Zr Ki cos > 0 (1 sin 2 sin >) 


Kisin 去 6(2 + cos + os 30)] (4 -70) 
oz [Kieos Fofi + sin +ósin 号) 

Ki eos Lesin T cos + J 4-71) 
f = z5: sin Z bcos 1 0cos 20+ 

Ku cos 4of1 — sia 3 sin 29) ] (4 - 72) 


式 (4 -70), 式 (4 -71) 与 式 (4 - 72) R , 4 r—0 时 ,mi 一 co。 
故 在 式 (4- 65) 中 ,一 0 的 项 称 为 奇异 项 ,裂纹 尖端 为 奇异 点 。 应 
力 分 量 在 裂纹 尖端 具有 一 (1/2) 次 方 阶 次 的 奇异 性 ,在 裂纹 尖端 附 
近 , 只 需 在 式 (4 - 65) 中 考虑 奇异 项 ,但 是 在 远离 裂纹 尖端 的 地 方 ， 
这 一 结论 就 不 成 立 了 。 故 式 (4 -70) 、 式 (4 -71) 与 式 (4 - 72) 称 为 
近 场 应 力 表达 式 。 这 三 个 表达 式 指 出 :与 K | 相关 的 应 力 场 是 关 
于 裂纹 及 其 延长 线 为 对 称 的 ;与 Ki 相关 的 应 力 场 是 关于 裂纹 及 
其 延长 线 为 反对 称 的 。 故 K 被 称 为 平面 张 开 型 应 力 强度 因子 ， 
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或 工 型 应 力 强度 因子 ;而 Ku 被 称 为 平面 剪 切 型 应 力 强度 因子 ,或 
工 型 应 力 强度 因子 。 

K, 5 Ku 亦 可 表示 成 复 变 函数 的 形式 。 根据 式 (4 - 68) 与 
式 (4 -69), 有 


Kı —iKi = 2./2=F, (4 - 73) 
进一步 ,由 式 (4 -53)、 式 (4-55) 与 式 (4- 56), 可 知 
N N 
zig (e) = D> F" t D, Ge"? 4-74) 
从 而 
lim ztg'(z) = F, (4-75) 
对 比 式 (4 -73) 与 式 (4-75), 可 得 
Kı —iKı = 2V27 lim zt g'(z) (4-76) 
这 就 是 应 力 强 度 因 子 的 复 变 函数 表达 式 。 


4.2.3 含 边缘 裂纹 板 的 位 移 场 


考虑 到 式 (4- 38) ,可 将 式 (4 - 23) 改 写 为 

2u(u, +iu,) = rp(z)— (z —z) Pz)— AG) (4-77) 

积分 式 (4- 59) 与 式 (4-60), 对 Q(z) 与 p HTE 
算 , 并 将 有 关 结 果 代 入 式 (4 -77), 可 知 


N N 
F, 1 G, 


2u(u, + iu,) = x 


a 
—_ 
| 


N N 
G — 2) (J Fmt + D6,z 
n=0 =0 


N 


N 
F zd Cr zm tC (4-78) 


式 中 ,C= 二 A 十 iB 为 积分 常数 ,代表 刚体 移动 。 
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在 式 (4 -78) 中 引入 极 坐标 ,并 将 其 分 离 实 部 与 虚 部 ,有 


N 
2u: = >” ELER (0) EPs (0)]+ 
x 
D PEGER (0) +GP (9)] (4-79) 


n=0 


式 中 
PO = cos[n ++ )0— 2sin sin (n — +)9 
a 
KTO -E + sin( (+ç y) + 2sin 0cos[n— +) 
++ . 
tb (60) = zti jeos(n + 1)0+ 2sin Osin nô 
t (0) 一 一 = 二 sin(a + 1)0 + 2sin bcos ne] 
sP) 一 si sin(n+ +) 2sin ðcos(n — +) 
e 
sP (0) = =a cos(n + + 0 + 2sin gsin(n 一 去 )9 
1 2 2 
TE Ñ 
tP (0) = X sinta + DO— 2sin bcos n9 
£ (Oy = < 二 jcos(n 二 1)0 + 2sin gsin nô 


(4-80) 

由 式 (4 -79) 可 知 : 当 r>0 时 ,与 第 一 个 和 式 中 n= 0 的 项 相 

比 , 其 余 各 项 均 为 高 阶 小 量 ,. 从 而 ,考虑 到 式 (4 - 68) 与 式 (4- 
69) ,在 裂纹 尖端 的 附近 ,位 移 场 的 表达 式 为 
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zA JP Pes inl 
ucz = [K eos 20(« 1+2sin’30)+ 


Ki sin 去 0(<+ iT 2cost+ 0)] (4 -81) 


1 r PAET | 2 lg 
u, 到 二 [Ki sin 20(*+1 2cos: 2 ) 


Kı cos ru S: 2sin°+0) ] (4-82) 


式 (4-81) 与 式 (4 - 82) RH: 5 K fB 05 5 8 5 E: X: + 38 
纹 及 其 延长 线 对 称 的 ;而 与 Ka 相关 的 位 移 场 是 关于 裂纹 及 其 延 
长 线 反 对 称 的 。 这 两 式 还 表明 :在 裂纹 尖端 附近 ,裂纹 表面 变 为 抛 
物 面 。 

应 当 指出 : 式 (4- 79) 给 出 了 含 边 缘 裂纹 有 限 大 板 位 移 分 量 的 
全 场 表达 式 ; 式 (4- 81) 与 式 (4 -82) 给 出 的 则 是 该 板 位 移 分 量 的 


近 场 表达 式 。 
上 面 给 出 了 平板 单元 刚体 线 位 移 的 表达 式 。 下 面 建立 刚体 角 
位 移 的 表达 式 。 
由 式 (1 一 48) 容 易 证 明 , 单 元 刚体 角 位 移 为 
Ew- G] (4 -83) 


将 式 (4 -60) 代 入 上 式 , 有 


x 十 1 > p: ) (R) Dg D 
w, = (2 rT [F Pa (0) + Fa? (0) J + 


N 
> 一 [GBS (0) 十 GBP (0) J) (4-84) 
n=0 
式 中 
a® (0) = sin [n — +), a? (0) = Ha 
B® (0) = sin nð, BP (0) = cos n0 


(4 - 85) 
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显然 ,G8? 代表 板 的 总 体 刚性 转动 , 故 可 令 
GP = 0 (4 - 86) 


4.2.4 以 位 移 法 为 基础 的 总 势能 原理 


前 面 给 出 了 含 边缘 裂纹 板 的 应 力 场 与 位 移 场 的 展开 式 。 它 们 
的 每 一 项 都 满足 几何 方程 本 构 方程 与 平衡 方程 以 及 裂纹 表面 边 
界 条 件 。 展 开 式 中 的 待定 系数 应 由 板 的 裂纹 以 外 的 边界 条 件 确 
定 。 这 种 边界 条 件 不 可 能 被 精确 地 满足 。 为 此 ,引用 势能 原理 近 
似 满足 这 些 边 界 条 件 。 弹 性 系统 的 总 势能 耳 被 定义 为 


r=| wdv 一 | Faudy 一 | Tuds (4-87) 
v v Sr 


式 中 ,W 为 应 变 能 密度 ;F; 与 T, 分 别 为 体力 与 面 力 分 量 ;V 为 构 
件 体积 ;Sr 为 构件 静 力 边界 。 
总 势能 原理 表明 :在 位 移 边界 条 件 、 几 何方 程 与 本 构 关系 预先 
得 到 满足 的 前 提 下 ,平衡 方程 和 静 力 边界 条 件 是 等 价 于 总 势能 极 
值 条 件 的 , 即 
6 了 一 0 (4 - 88) 
下 面 证 明 这 个 原理 。 首 先 , 给 位 移 分量 u 以 变 分 6u;。 它 满 
足以 下 位 移 边界 条 件 : 
Su = 0 ŒE S. 上) (4-89) 
从 而 ,应 变 分 量 e, 也 将 产生 相应 变 分 6e; 。 它 们 满足 以 下 几何 
方程 : 


1 /96u Iðu; 
ee F a) 490) 
因此 ,应 变 能 密度 W 也 会 产生 相应 变 分 8W , B. 
aw = Wae, (4-91) 


AE, 
于 是 , 式 (4 -88) 具 有 如 下 形式 : 


ij 
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n= | 2 aey dv 一 asas | Tiduds = 0 


Sr 
4-92) 
由 本 构 关系 ,可 知 
o, =W 
° Jej 
从 而 , 式 (4 - 92) 进 一 步 变 成 
Í. abejay = L Faudy 十 | TiBuds (4-94) 
将 式 (4- 90) 代 人 式 (4 - 94) 等 号 左 侧 ,并 考虑 到 =c, A 
1 ƏŠu; nr Iðu; a Iðu; 
[4 = 4f o Saya | o, av = f c, Tuay 


š Jx, 


(4 - 93) 


(4-95) 
进一步 ,采用 分 部 积分 公式 与 体积 分 -面积 分 变换 公式 ,并 考虑 到 
式 (4-89), 可 将 式 (4-95) 改 写 为 


9 
j. ovaevdV L. 元 wanody 


[ Su dV = 
vd 


上 | (Daud 一 | sudy 4-90 
将 式 (4 -96) 代 入 趟 (4 - 94) ,并 考虑 到 趟 (4 - 89) ,可 得 
IO; Ka. u 
0 (4 -97) 
由 以 上 分 析 ， T 


èn=- |, +F, )suav +f (olj — T,)8u,ds = 0 
: (4 -98) 
考虑 到 6u; 的 任意 性 ,由 式 (4- 98) 可 知 
Isi p= 0 (在 v 内 ) (4 -99) 
9zi 
vl; = T; (在 Sr 上 ) (4 - 100) 


因此 ,总 势能 原理 等 价 于 以 位 移 分 量 表示 的 平衡 方程 与 静 力 
104 


第 4 章 ”二 维 应 力 强度 因子 的 解析 变 分 解法 一 一 各 向 同性 板 Ú 


边界 条 件 。 
4.2.5 应 力 强度 因子 的 解析 变 分 解法 


由 式 (4 -65) 与 式 (4 -66) 给 出 的 应 力 分 量 表 达 式 已 经 满足 了 
平衡 方程 与 裂纹 表面 静 力 边界 条 件 。 因 此 , 变 分 方程 式 (4 - 98) 可 
简化 成 以 下 形式 : 


. 


(al, — T)duds = 0 (4-101) 
S, 


d sr- 


式 中 ,S. 表示 裂纹 表面 。 上 式 等 价 于 裂纹 以 外 的 静 力 边界 条 件 。 

为 了 利用 式 (4 - 101) 确 定 应 力 强度 因子 ,重新 列 出 由 
式 (4-65) 与 式 (4 - 79) 分别 给 出 的 应 力 与 位 移 分 量 的 表达 式 
如 下 : 


o; =2 9 r LFR fR +F? fO] 
I 


N : 
227 [Gigi (0) + Gg (0)] 


n=0 


n 
2pui = Dyr [FPP (0) + FPP (0 ]+ 
n=0 


> r [GIS (0) G,” b (0)J 
n=0 
位 移 分 量 u 的 变 分 取决 于 待定 系数 F; ,Fw G 5 G; 
(m= 二 0,1,… ,NN) 的 变 分 。 于 是 
2p du: = r? st (BFR 
2p bu: = risy (0)8FY 
2p u, = rR (EGP 
2y u, = rt (è GP 
将 式 (4 - 65) 与 式 (4-102) 代 入 式 (4- 101) ,可 得 关于 上 述 待 
定 系 数 的 线性 代数 方程 组 


(4 - 102) 
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N N N - N 
Sas FS =F > bana FP + > css GS s > d,, G? = ema 


n=0 n=0 n=0 n=l 


式 中 
ama = f, rtrt f (0) R (0) Lids 


nij 


k = |. tit y OR Ods 
Sr-S, 


ë =Í r'r"? go (O) R (Olds 
Sr-S, 


dma = | rita (st Olds 
ST-S. 


en -| l rrtt to Ods 
ss, 2 


amna = |. rE SR O Olds 
Sr-S, 


b. = tin f OR Olds 
ST 一 5 


ema = f rr E OR Ods 
- Sr—-S, 
diu =Í r'r g8 (OD (0) 1, ds 


esii =f I Tritt Ods 
sr-s, 2 


4.2.6 边缘 裂纹 情况 解析 变 分 解法 


(4 - 103) 


(4 - 104) 


对 于 图 4- 2 所 示 含 径 向 边缘 裂纹 圆 形 紧凑 拉 促 试 样 , 根 据 解 
析 变 分 方法 所 得 量 纲 为 1 的 应 力 强度 因子 KK1 随 级 数 项 数 N 的 收 


剑 情 况 列 于 表 4- 1。 
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表 4-1 图 形 紧凑 拉 伸 试 样 玉 I hO 98 fo 


项 数 N| 2 3 4 5 10 20 30 40 
Kı |5.965|6.325|6. 338|6. 352|6. 356|6. 356|6. 356|6. 356 


表 4 - 1 中 , 量 纲 为 1 的 应 力 强度 因子 表达 式 为 K, = 
K1B /W/P, B 是 板 的 厚度 。 

对 于 图 4-3 所 示 的 含 径 向 边缘 裂纹 拱 形 三 点 弯曲 试 样 , 根 据 
解析 变 分 方法 所 得 量 纲 为 1 的 应 力 强度 因子 K , 随 级 数 项 数 N 的 
收敛 情况 列 于 表 4- 2。 


图 4~2 含 径 向 边缘 裂纹 的 图 4-3 含 径 向 边缘 裂纹 的 
贺 形 紧 凌 拉 伸 试 样 拱 形 三 点 弯曲 试 样 


表 4-2 Ht Z Ë AREK | 的 收敛 情况 


由 表 4-1 与 表 4-2 可 以 看 出 ,由 解析 变 分 法 给 出 的 量 纲 为 1 
的 应 力 强 度 因 子 K ME N 的 增多 而 迅速 收敛 ,并 分 别 接近 各 自 


的 实验 结果 6. 2405 7,7202, 
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4.3 含 内 部 裂纹 有 限 大 板 的 解析 变 分 解法 


4.3.1 满足 裂纹 表面 边界 条 件 的 解答 


4-4 表 示 一 个 含 内 部 裂纹 的 有 限 大 板 。 
由 式 (1 - 67) 与 式 (1 - 68), 满 
足 所 有 基本 方程 的 应 力 分 量 可 表示 
成 如 下 复 变 函数 形式 : 
ax 十 ow = [p (2) +g (z)] 
(4 - 105) 
ao 一 oz 十 2iov =2[(z —z)@'(z) 一 
Pa) +A] 
(4-106) 
对 于 含 内 部 裂纹 板 , 根 据 由 裂纹 
图 4-4 含 内 部 裂纹 的 表面 边界 条 件 所 导出 的 式 (1 - 61) 与 


有 限 大 板 式 (1- 62), 有 
g) = (# — a? f(z) + g(z) (4 - 107) 
Ae) = G — at" T fz) — g(2) (4- 108) 


式 中 ,f(z) 与 g8(z) 可 用 泰 勤 级 数 表示 为 
f(z) = M F,z", f(z) = X. (4-109) 


g(z) = Xa, g€z) = Xa. (4-110) 


由 式 (1-71)， 浦 足 所 有 基本 方程 的 位 移 分 量 可 写成 如 下 复 变 
函数 形式 : . 
2plus +iu,) = tolz) — (z — z)p (z)— AG) (4-111) 
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式 中 


I pas |] 


l+» 
k=3—4v (平面 应 变 ) 
对 于 含 内 部 裂纹 板 , 由 式 (4- 109) 与 式 (4-110) ,可知 


pa) = S F.a F AG (4 -113) 


(4-112) 


A(z) 六 Fu。 (z) 一 >G, (z) 4-114) 


m=0 n=0 


式 中 
an (z) = [G — a )-te"dz (4-115) 


B = feaz = — g (4-116) 


4.3.2 满足 位 移 单 值 条 件 的 解答 


应 用 分 部 积分 公式 ,可 将 式 (4 - 115) 写 成 
1 


an (z) E (e ayt ml Za, (z) 
4-117) 
上 式 即 为 关于 a,(z) 的 递 推 公 式 。 同 时 
= ln(z +v =a) (4-118) 
a = /Z—a (4-119) 


根据 递 推 公式 (4 - 117) ,有 
e, (z) =/= — a° alz) + Tata (z) (4 -120) 


asn (z) = /Z — a bon (z) (4-121) 
式 中 
(2 一 1)11 (4-122) 


Ta = 2p(2k— 2)11 
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= —1)!! 
(二 = is +E ta E +l, D wiz z] 


Gk 2)!!! 
(4-123) 
— _l fig 2k pey.. kl! „a 
an = gpl Tap — 122 + taone] 
(4-124) 


由 式 (4- 111) , 绕 裂纹 的 位 移 单 值 条 件 为 
[xp(z) — Q(z)], = 0 (4- 125) 
将 式 (4-116) . 式 (4 -120) 与 式 (4 - 121) 代 入 式 (4- 113) 55 
式 (4 -114), 再 将 所 得 结果 代入 式 (4 - 125), 并 考虑 到 a, (z) BJ) £ 
值 性 ,有 


K 
F, =— > Faua” (4-126) 


k=l 


式 中 , 当 M=N 为 偶数 时 ,K = N/2; m4 M= N 为 奇数 时 ,K = 
CN 一 1)/2。 

将 式 (4 -107) 与 式 (4 - 108) 代 入 式 (4- 105) 与 式 (4 - 106), 
并 考虑 到 式 (4 - 109) 与 式 (4 - 110) ,可 得 


N N 
au 十 oo =2[ (2 — a)? D F," + DG" + 
= — 
(于 一 oz) 于》 Fz" + >G] 4-127) 


Ow 一 au + 2is,, AKG — a)? DE, y 70. siaa 
= 
N 


DG, +6 — G — Z| G 一 


3 
° 


N 
a)y D nF, + Zn"Gz 一 


n=0 


a 517.5. ]) (4 - 128) 


将 式 (4 -113) 与 式 (4-114) 代 入 式 (4-111), 有 
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N N 
2p (us + iu,) =x| > F.a, (z) + >7G.8.Cz) ]— 
n=0 n=0 
N N 
(z—z)[ DF,a’(z) + De ]- 
n=0 n=0 


[Pl Fie.) — DeL] (4 - 129) 
将 式 (4 - 107) 代 入 式 (1 一 48) ,并 考虑 到 式 (4 - 109) 55 3° (4 - 
110) ,可 得 单元 刚性 转动 o 的 表达 式 : 


iE[# -y EEF +G _ 


G — a) 1 DFz"— 5162] (4 -130) 
由 上 式 ,Go 一 Go 二 GS? 代表 总 体 刚性 转动 。 
由 式 (1 - 112) ,裂纹 右 端 复 应 力 强度 因子 为 
K, —iKi = 2 /2w lim(z — a)? g (2) (4-131) 


将 式 (4 -107) 代 入 上 式 ， 并 考虑 到 式 (4 一 109) 与 式 (4 - 110), 有 


Kı 一 iKn 一 2vV 玩 (2 二 Fan (4 - 132) 


n=0 
将 上 式 分 离 实 部 与 虚 部 ,可 得 
N 
Kı = 2/2w(2a) z > Fa" (4 - 133) 
n=0 
ng. 2 
Ki =— 2V2x(2a) t 2 FPa ' (4=134) 


类 似 地 ,可 以 证 明 ,裂纹 左 端的 应 力 强度 因子 为 


Ki = 2./2x(2a) "2 Se DFRa" (4-135) 
2 


N 
Ki =—2/2m(2a) DD FPa" (4-136) 
S 
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4.3.3 应 力 强度 因子 的 解析 变 分 解法 


由 式 (4- 127) 与 式 (4 - 128) 给 出 的 应 力 分 量 表达 式 已 经 满足 
了 平衡 方程 与 裂纹 表面 静 力 边界 条 件 。 因 此 , 变 分 方程 式 (4 - 98) 
可 简化 成 以 下 形式 : 
f Í. _. Gi, — Ti)&u,ds = 0 (4-137) 
为 了 利用 以 上 方程 确定 应 力 强度 因子 , 现 根据 式 (4 -127)、 
式 (4 -128) 与 式 (4 - 129) ,给 出 应 力 分 量 与 位 移 分 量 的 一 般 表 
达 式 ， 


o; = PFP pR 0) +F? pt0] 
n=l > 
N 
DGP R rD +GP D] (4-138) 
n=0 


u; = DERS (r,0) HFP? (r,0)] + 
n=l 
KGR OD GPD D] — (4-139) 
应 当 指出 ,由 于 Fo 是 Fiste, F,, s, Fa 的 齐 次 线性 函数 ,如 
式 (4- 126) 所 示 , 故 在 式 (4 -138)、 式 (4 -139) 中 不 出 现 Fo. A 
外 ,Gs? 代表 总 体 刚性 转动 ,应 令 
GP = 0 (4-140) 
将 式 (4-138) 与 式 (4 - 139) RARA - 137), 可 得 关于 求解 
待定 系数 的 线性 代数 方程 组 


N N N N 
Da, F + D bma F + D cmaG® + X 7d,,. GU = e, 
n=l ‘n=1 n=0 n=1 


(4-141) 
式 中 
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| Pr TD sm (r, 0), ds 

bma = f, p sp Dds 
Sr-S, 

L. 0s rd 

daa = | a.s CDL ds 

Sr-S. 


em =Í Tis (r,0)ds 
Sr—S, 
(4-142) 


ann -| pS r Dt Olds 
S7-S, 


baa = f, DRON Dds 
Sros, 


Cmn = | qi (r,t (r,0)1, ds 
Sa, 


dmna -| qio (Dtm OL ds 
sys, 


Em 一 Í Ti (r,0)ds 
Sr—S, 


应 当 指 出 , 式 (4 -141) 包 括 4N 十 1 个 方程 。 当 &=1,2,4 时 ， 
m 二 1,…, N Im 24 E= 3 时 ,mm 二 0,1,…,N。 同 时 ,该 式 也 含有 
4N 十 1 个 待定 量 。 这 些 待 定量 是 FP pe, FRG FP ,FY G, 
GP ,.. GR GP ,… ,GM 。 利 用 式 (4- 141) 求 得 这 些 待 定量 后 ， 
即 可 由 式 (4 - 126) 求 得 FIR 与 Fi? ,并 由 式 (4- 133) 至 式 (4- 
136) 得 到 两 个 应 力 强 度 因 子 。 

对 于 图 4-4 所 示 含 内 部 裂纹 矩形 拉 伸 试 样 ,根据 解析 变 分 方 
法 所 得 量 纲 为 1 的 应 力 强度 因子 K, 随 级 数 项 数 N 的 收敛 情况 列 
于 表 4-3 与 表 4-4。 
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表 4-3 含 中 心 弄 纹 矩 形 拉 伸 试 样 Ki 的 收效 情况 


e=0,c/b=1.0,a/b=0.4 


1.205|1. 212|1. 215|1.216|1. 217 |1. 216|1.216|1. 216 


È: Kı =K /(0 /ma), 


表 4-4 &IRO SENI RPE K, HERA 


e/b=0.6,c/b=1.0,a/(b—e)=0. 6 


注 : Kı =K /G yru). 


4.4 含 孔 边 单 侧 裂纹 有 限 大 板 的 解析 变 分 
解法 


4.4.1 含 孔 边 单 侧 裂 纹 板 应 力 场 与 位 移 场 


图 4-5 表示 一 含 孔 边 单 侧 裂纹 板 。 . 
”由 式 (1 - 55) 与 式 (1 -56), 对 于 含 孔 边 单 侧 裂纹 的 板 , 有 


好 (z) = [sf +e) (4-143) 
F = Ee) (4 ~144) 


对 于 含 孔 边 裂纹 的 板 , f(z) 与 g(z) 可 以 用 罗 朗 (Laurent) 级 
数 表示 如 下 : 
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f(z) = YE. + DF” 


n=—1 


(4-145) 


g(z) = > G,z" 


(4-146) 

这 里 ,E,,F, 5G, 是 待定 复 系 

数 ,并 可 分 别 由 两 个 实 常数 表示 “图 4-S 含 孔 边 单 便 弄 纹 板 
WF: 


E, = E} + iE}, F, = Fè +i iF, (4-147) 
G, = GR + iG! (4 - 148) 


1,(z) = | J—“ "dz (4 -149) 
z—a 

J, (z) = 人 Z zdz (4 -150) 
£ 


可 以 将 g(z) 与 Q(z) 表 示 如 下 : 
plz) = XE + Èro + De HT 十 Giln z 
= 


定义 


n=2 


(4-151) 


A) = BEL +Å FJ- DLE 


(4 - 152) 
对 I.《z) 与 ],(z) 分 别 进行 分 部 积分 ,可 得 到 以 下 两 个 递 推 公式 ，: 


Vz(z=—a) , 2n+ lya 
Lo) = YE r+ (ZT) (n> 0) 


(4 - 153) 
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无 二 二 将 人 一人 cr (Z2) Zj G) a2) 


z 


(2n—3) a” Tl2n—3 
(4-154) 
同时 
L, mÍ 2+[(z z) (2) ] 
(4- 155) 


由 以 上 三 式 , 可 得 LSJ, 〈z) 的 展开 式 如 下 : 
I) = Aaz je +A: S ntj) ) J] 


tA; n—j+3 
(2nt+ DI!l/a 1: 
tg) Li G (4-156) 
J= Ẹvz(z—a) Ë in 
2 
k 
2 ` n—j+1 2 a k-n- L 
aS (UAN) zm] a-is 
式 中 
0 (n = 0) 
r= 4-158) 
° ñ (nD $ 
PEN | amas (4-159) 
=f (n23) 


显然 ,1-1(z) 是 多 值 函数 。 对 于 现在 的 双 连 通 域 问题 ,位 移 的 
单 值 条 件 必须 得 到 保证 。 这 个 条 件 可 表示 如 下 : 
[xp(z) — f(z)].=0 (4-160) 
这 里 ,c 是 围绕 裂纹 的 任意 闭合 回路 。 将 式 (4 -151) 与 式 (4-152) 
RARA - 160) ,并 考虑 到 式 (4 -156) 与 式 (4- 157), 可 得 以 下 待 
定 系数 之 间 的 关系 式 : 


QCn+1)!!/a 
e > m+! ipiri). E. Ca 


G1.=0 (4-162) 
116 


第 4 章 “二 维 应 力 强 度 因 子 的 解析 变 分 解法 一 一 各 向 同性 板 Ú 


考虑 到 式 (4- 156). 式 (4- 157)、 式 (4- 161) 与 式 (4- 162), 有 
, z |p dna), a Srp = w 
ZG) J |>E.[ ; +=] DF }+ Z Gz 


n#-1 


(4 - 163) 


Tw = |= = {BEd + F Br 上 Dar 


mici 


(4-164) 
glz) = 


-= Vz(z 一 2) 「 „ 
>z, n—1 É + 


aD (TI 22212) (g) ]+ 


S(T] A + Ze, Ea) 


(4 - 165) 
f(z) = DE, Aa eg + 
sS taanga 


SF, Vz(Cz 一 a) 2f z" L 


2n—3 aL 


Sezi (4-166) 
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__ (n+ D!!/ a y" -167 
doma) 一 CT (各) ‘£07 


将 式 (4 -163) 至 式 (4 -166) 代 入 式 (4 -105)、 式 (4 - 106) 55 
式 (4- 111), 并 分 离 实 部 与 虚 部 ,可 得 


N 
o; = SIERE (7,0) + È Ereni r0) + 


n=0 

N+2 
Sire fh rD + Y Fifi D + 
n=2 n=2 


N 
X Gg, (r,0) + S Giel (r0) (4 - 168) 


一 N 一 2 -N—2 
天 一 1 n=l 
N 

= > Eres (r,0) + SELD + 
n=0 n=0 
N+2 N+2 
Steep. + >F. L Cr,0) + 
n=2 


六 csggdrO + Y Giel 0) (4-169) 
-N-22 PSS] 
和 一] n#— 
RP, B (7,0) sey (7,0), fh, (r,0), fl, (70) ss, (r,0), ghy (r,0), 
elr O ,eli(r,0) 等 是 7 与 9 的 已 知 函 数 。 
采用 1. 3.3 节 的 方法 ,可 得 应 力 强 度 因子 的 复 变 函数 表达 式 
wF: 
Kı —iKi = 2V2r lim[ (z — a)! g g'(z)] (4-170) 


将 式 (4- 163) 代 人 式 (4- 170) ,可 知 
N+2 
K, —iKi = 2 /8ma | DE, [a dln, a) + a" ]+ È Fra r) 


(4-171) 
对 于 对 称 的 工 型 问题 ,有 
E = Fi = Gl = o, Ki 一 0 (4-172) 


118 


第 4 章 “二 维 应 力 强度 因子 的 解析 变 分 解法 一 一 各 向 辣 性 板 Ü 


而 对 于 反对 称 的 开 型 问题 ,有 
E: =F =G@=0, K =0 (4-173) 


4.4.2 应 力 场 与 位 移 场 解析 变 分 解法 


与 4. 3. 3 节 相 似 , 应力 展开 式 (4 - 168) 以 及 位 移 展开 
式 (4-169) 中 待定 系数 可 由 势能 原理 确定 。 其 变 分 方程 为 


Í (osl; — T.)8u,ds = 0 (4-174) 
S,-S, 


将 式 (4 - 168) 与 式 (4 - 169) 
代入 式 (4 - 174), 即 可 得 到 关 
于 待定 系数 的 线性 代数 方程 
组 。 求 解 此 方程 组 , 即 可 得 到 
待定 系数 。 

图 4-6 表示 一 个 含 孔 边 
单 侧 裂纹 对 称 板 。 

对 于 图 4 -6 所 示 对 称 的 
工 型 问题 , 孔 壁 右 侧 裂纹 尖端 
应 力 强 度 因 子 Ki 、 孔 壁 左 侧 
峰值 应 力 cow 与 系统 总 势能 代 。 图 4 -6 ARAMANI 
分 别 为 


N N 
K  =2./2xa { J ERa d(n,a) +a']+ > FRa”" ) I 
n=0 n=2 


(4-175) 


N 
Op =s, (R,T) = $) E?e}, (R, n) + 
n=0 
N+2 


N 

FRR CR,r) + DGrgs, (RD) (4-176) 

n=2 一 N 一 2 
n=—1 
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n=-_|, ,ds = 


N N+2 
-a|, 1 (D ERR r, 十 > FEfS Cr,O) + 
1. x=0 n=? 
kae 
S Gèg n (r,0) }ds (4-177) 
—N-2 
天 一 1 


表 4-5、 表 4-6、 表 4-7 与 图 4-7.、 图 4-8.、 图 4-9 表示 了 
非 短 裂纹 条 件 下 的 收敛 情况 。 由 此 可 见 , 当 N>8 时 , 即 可 得 到 可 
RAR., Ki 与 ox 和 卫 相 比 ,收敛 更 为 迅速 。 而 对 于 短 裂纹 情 
况 ,N 需 达 到 10, 方 可 得 到 可 靠 结果 。 
8 4-5 Ki ,am 与 开 随 项 数 N 的 收敛 情况 
(H/W=2,R/W=0.25,a/W=0. 275) 


表 4-6， Ki Oua 5 开 随 项 数 NN 的 收敛 情况 
(H/W=2,R/W=0.25,a/W=0.3) 


Ki VC VW 0.581 | 0.578 
Spesk/0 2. 338 | 3. 281 | 3. 382 | 3.164 | 3.375 | 3. 262 
H/ot 8 s— 25. 90| 一 26.0 引 一 26. 08— 26. 07— 26. 08 一 26. 08 

表 4-7 Ki ,op 与 开 随 项 数 NN 的 收敛 情况 
(H/W=2,R/W=0.25,a/W=0.4) 


N 


Kı /(a wx 多)| 0.597 | 0.588 | 0.667 0. 687 | 0. 683 0.682 


Gpeak /0 1.400 | 1.646 | 2.751 3. 509 | 3. 607 3.518 


H/ot 一 26.18 一 26. 27—26. 73 一 26.84 一 26. 84| 一 26. 84| 
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0.7 — —.—-—AW=-0.4 
Z: I 

0.6 23 

Ë 

Ca n 

> 05 ~ ~ --— 0.275 

< 
0 R/W=0.25,H/W=2 


图 4-8 峰值 应 力 oxw 随 项 数 N 的 收敛 情况 
表 4-8. 表 4-9、 表 4-10 与 图 4-10.、 图 4-11 给 出 了 量 纲 
为 1 的 应 力 强度 因子 与 峰值 应 力 随 量 纲 为 1 的 裂纹 尺寸 的 变化 
规律 。 
由 表 4- 8 可知, 当 H/W22 时 ,K1 值 与 oxu 随 日 /W 的 变化 
不 大 , 即 和 矩形 板 可 被 看 作 无 限 长 条 。 在 表 4 -8、 表 4-9 与 
表 4-10 中 , 带 x 号 的 ooo 表示 外 插值 。 对 应 于 a 一 R=0 的 外 差 
值 系 用 来 与 应 力 集中 系数 手册 作 比 较 , 两 者 的 一 致 性 是 令 人 
满意 的 。 
121 


Ú 断裂 与 损伤 力学 


-25 RIW=0.25, HIW=2 

Š 0.275 

Ë -26 += —=—xr= 
-27 — —.—- —aaW=04 
-28 


图 4-9 总 势能 开 随 项 数 N 的 收敛 情况 
3 4-8 Ki 与 ox 随 a/W 的 变化 (R/W=0.25) 


站 


a 
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表 4-9 K, s. B a/W 的 变化 (R/W=0. 1) 


H/W=2.R/W=0.1 


Ki /(o ViW) | Py 


0.000 3.05° 
0.300 


0.368 


7. 


3, 0304.4] 


K, 与 oom 随 a/W 的 变化 (R/W=0.5) 


H/W=2,R/W=0.1 


a 
R Ww. Ki/(o /rwW) Opeak /0 
— 
0.00 0.50 0.000 4.39" 
0.02 0.51 0. 680 4.40" 
0.04 0.52 0.754 4.41 
0.06 0.53 0. 809 4.42 
0. 08 0.54 0.865 4.44 
0.10 0.55 0.927 4.47 
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续 表 4- 10 
H/W=2,R/W=0.1 
W. Ki /(o ViW) Orek /0 


. 60 1.084 .57 


. 65 1.195 .67 
.70 1.298 .80 
. 75 1.409 .95 


.80 1.553 .22 


. 85 1.765 
. 90 2. 087 


. 50 


o0 01 02 03 04 05 06 0.7 0.8 09 
aW 


图 4-10 量 纲 为 1 的 应 力 强度 因子 随 量 纲 为 1 的 
裂纹 尺寸 的 变化 情况 { 孔 边 单 侧 裂纹 ) 
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0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 
aw 


图 4-11 量 纲 为 1 的 峰值 应 力 随 量 纲 为 1 的 
裂纹 尺寸 的 变化 情况 ( 孔 边 单 侧 裂 纹 ) 


4.5 含 孔 边 双 侧 不 等 长 裂纹 有 限 大 板 解析 
变 分 解法 


4.5.1 含 孔 边 双 侧 有 裂纹 板 应 力 场 与 位 移 场 


图 4- 12 表示 一 含 孔 边 双 侧 裂纹 板 。 

由 式 (1-55) 与 式 (1- 56) ,对 于 含 孔 边 双 侧 裂纹 的 板 , 有 
1 
WCz 一 ai)Cz 十 cz》 
1 
VCz 一 a)Cz 十 oz) 

式 中 ,5(z) 与 7(z) 为 两 个 解析 函数 。 
相应 的 原 函数 pg(z) 与 Q(z) 可 被 写成 如 下 的 级 数 形式 : 


8'(z) = E) +e) (4-178) 


A'e) gz) — ylz) (4-179) 
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图 4-12 含 孔 边 双 侧 和 裂纹 板 


N N 
Pe) = /G — ai) (z T az) 2) A,z" + D> B," 


f (4-180) 
N N 
Q(z) =V(z—a)(z+a) >) A,z" — D> B,z" 
n=—N n=-N 

(4-181) 

这 里 ,A, 与 B, 为 待定 复 系 数 , 它 们 可 用 实 常数 表示 如 下 : 
Aa Ar hA (4-182) 

B, = BÈ + iB! | 


“由 式 (4 -180) 与 式 (4 - 181) ,可 知 


; 1 Rane 
, 9) = 一 -一 一 A, m+ 1)" 十 
V(z 一 ai)(z 十 az) D 


(n+ 二) 一 ai)zn" — naiasz”™! F > Bnz™! 


n=—N 


(4 - 183) 


1 N 
en A,| m+ 1)2"™! 
V(z 一 al)(z 十 as > [e gien 


" (2+5) a —a)z" — naia:z™ | 一 > Bnz™! 


an 一 一 N 


Ae) = 


(4—184) 
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比较 式 (4- 178) \ 式 (4 一 179) 与 式 (4 - 183) . 式 (4 -184), 有 
N 
E = > A [Cn 十 1)zr+ + 


n=—N 


(2+ +)“ =a) 一 naiaze | (4 - 185) 


Kz) = >) B,nz™ (4-186) 


式 (4-180) 与 式 (4- 181) 以 及 它们 的 一 阶 导 函数 式 (4 - 183) 
与 式 (4- 184) 在 图 4 - 12 所 示 复 连通 域 中 均 为 单 值 函 数 , 故 位 移 
单 值 条 件 可 以 自动 满足 。 

将 式 (4 - 180) 与 式 (4- 181) 代 入 式 (4 - 105) . 式 (4 - 106) 55 
式 (4- 111), 经 分 离 实 部 与 虚 部 ,可 得 应 力 分 量 与 位 移 分 量 的 表达 
RUF: 


N 


= 24: eB, + ÈA, 号 十 DEA + $ Bis 


(4 - 187) 


N 
= Dates + Fae + $ Bini + > Bin, 


n=—N n=—N n=—N , 


(4 - 188) 
这 里 ,em ,… hna EJ 3 R A ba r 50 的 已 知 函数 。 裂 纹 两 端 A 与 
B 的 应 力 强度 因子 为 


全 Se S 
Ki. —iKi.s = 2V2r lim|/Gz + ar) Z C) ] 
(4 - 189) 
4.5.2 应 力 场 与 位 移 场 最 小 二 乘 解法 


式 (4-187) 与 式 (4-188) 所 给 出 的 应 力 与 位 移 分 量 表达 式 已 
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经 满足 所 有 的 基本 方程 .裂纹 表面 的 静 力 边界 条 件 与 位 移 单 值 条 
件 。 在 4.2 节 、4.3 节 与 4.4 节 中 , 板 的 表面 边界 条 件 系 由 以 最 小 
势能 原理 为 基础 的 变 分 方法 予以 满足 。 本 节 以 最 小 二 乘 方法 满足 
以 上 的 边界 条 件 ， 同时 由 此 确定 式 (4 - 187) 与 式 (4 - 188) 中 的 未 


知 系数 。 
板 的 表面 边界 条 件 可 表示 如 下 : 
a;l; = P: Œ S, 上 ) (4 - 190) 
u; = u, Œ S, 上) (4-191) 


这 里 ,S, 是 给 定 面 力 p; 的 静 力 边界 ;S. RAELE u 的 位 移 边 
Fil 是 板 的 表面 方向 余弦 。 
边界 上 误差 的 平方 积分 A 为 . 
a= | Col; =B osla —p)as+ |. Gim Cu udi 


(4 - 192) 
对 于 与 裂纹 及 其 延长 线 对 称 的 张 开 型 裂纹 问题 , 式 (4 - 187) 
与 式 (4 ~- 188) 可 简化 如 下 : 


% = Sates, R 十 D (4-193) 
n=-N 
= Yagi + DBn (£- 194) 
n=—N 
使 A 取 最 小 值 ,有 
蕉 =m 六 0 (m == Ns, 0,0, N) 
I (4-195) 
上 式 可 写成 如 下 形式 : 
Se, „AR 十 pS BR = P, (4-196) 
sE 
S.A + 六 7y Ba =Q, (4-197) 
n=-N n=—N Š 


m=— N, ,0,,N 
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由 以 上 4N 十 2 个 方程 ,可 以 确定 4N 十 2 个 待定 系数 。 在 式 (4 - 
196) 与 式 (4 - 197) rh 


Anm =Í eË eat, ds + | grig mi ds 
3; s, 


Bam =Í fe l ds + Í hagRids 
s> Js, 


Pan = | es f$alilads+ 
, 


# gRhR, ds 

. (4 - 198) 

y. = | hfaa | RAR ds 
S, s, 


P, = | Pežahids+ | uds 
Sp z, 


Q. = f, P fs l, ds 十 jd 


4.5.3 收敛 试验 


为 了 验证 最 小 二 乘 方法 的 有 效 性 , 需 进 行 收敛 性 试验 。 考 虑 
4-13 所 示 含 孔 边 双 侧 等 长 裂纹 板 , 其 收敛 情况 列 于 表 4 - 11。 


表 4-11 含 孔 边 双 侧 等 长 裂纹 板 的 K /(0 VW) 
(H/W=2,R/W =0. 25) 


图 4-13 含 孔 边 双 侧 
等 长 裂纹 板 
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4.5.4 计算 结果 


下面, 将 应 用 解析 -最 小 二 乘 方法 所 得 的 关于 含 孔 边 双 侧 不 等 
长 裂纹 矩形 板 的 计算 结果 以 曲线 族 的 形式 示 于 图 4-14. 图 4-15 
与 图 4-16。 


22 
T 
2.0 
a/W=0.85 
0.8 
1.8 
i? 
R HIW=2 y 9 
/ 0.5 
/ 
14 ⁄ 0.4 
2W py 
Š | j D3 
1.2 0. 
x 和 big 
k ⁄ : 
1.0 
F 
0.8 A 
06H s 单 侧 孔 边 裂纹 
— 
I @# 
——— o ayai=1 
0.2 


图 4~14 和 量 纲 为 1 的 应 力 强度 因子 随 量 纲 为 1 的 裂纹 尺寸 的 变化 情况 


{( 孔 边 双 便 不 等 长 裂纹 ,有 /中 一 2,R/W=0.1) 
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2.4 


2.2 


1.8 


W) 


1.2 


KR 


1.0 


0.8 


0.6 


0.4 


图 4-15 
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a/W=0.85 
⁄ 0.8 
HIW=2 y 0.7 
RIW=0.25 
0.6 
À 
1 
f 0.5 
yy 0.45 
y 0.4 
py 0.35 
0 
Z 
Z 
Í 
Z 
2 
Z , 
单 侧 孔 边 裂纹 
| GG 
o-----04;/a,=1 


0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 
aW 


量 纲 为 1 的 应 力 强度 因子 随 量 纲 为 1 的 裂纹 尺寸 的 变化 情况 
( 孔 边 双 钢 不 等 长 裂纹 ,H/W=2,R/W=0. 25) 
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2.4 
a/W=0.85 
22 
Z A08 
“Z 935 
2.0 0--——-— coaja =l Ç 07 
Z 0.65 
Z 0.6 
1.8 F .55 
f 
1.6 Z⁄ 
FH 
Z 
14 Z 单 侧 孔 边 裂纹 
Ë Z 
1.2 Z 
x g 
< 4 
1.0 
J 
/ H/W=2 
R/W=0.5 
0.4 
0.2 
0 
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 


a/W 


图 4-16 量 纲 为 1 的 应 力 强度 因子 随 量 纲 为 1 的 裂纹 尺寸 的 变化 情况 
( 孔 边 双 侧 不 等 长 裂纹 ,H/W=2,R/W=0.5) 
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第 4 章 “二 维 应 力 强度 因子 的 解析 变 分 解法 一 各 向 ES. 


解析 变 分 方法 是 由 本 书 主编 及 其 研究 生 朱 刚 圾 于 1982 年 首先 提 
出 的 中。 此 方法 不 仅 计算 效率 高 ,而 且 适 用 范围 广 。 它 不 仅 可 用 于 
求解 二 维 问题 , 亦 可 用 于 求解 三 维 问题 , 详 见 参考 文献 [4.6j 与 [4.7]。 
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众所周知 , 轧 制 金属 板材 具有 一 定 的 各 向 异性 特点 ,而 单 向 纤 
维 增强 复合 材料 的 各 向 异性 特点 则 尤为 突出 。 本 章 和 第 6 章 将 把 
解析 变 分 方法 加 以 推广 与 发 展 , 用 于 求解 含 裂纹 各 向 异性 板 应 力 
强度 因子 。 本 章 首 先 引 用 解析 方法 得 到 含 边缘 裂纹 各 向 异性 板 的 
通 解 ,然后 应 用 变 分 原理 、 广 义 变 分 原理 与 分 区 广义 变 分 原理 分 别 
求解 含 单 侧 边缘 裂纹 板 、 对 称 双 侧 边缘 裂纹 板 以 及 非 对 称 双 侧 边 
缘 裂纹 板 的 应 力 强度 因子 。 


5.1 各 向 异性 平面 问题 支配 方程 及 其 复 变 
函数 通 解 


5.1.1 各 向 异性 平面 问题 支配 方程 


在 平面 应 力 情况 下 ,各 向 异性 材料 的 应 力 与 应 变 关系 具有 如 
下 形式 ， 


€, 一 azlgue 十 azzanm 十 azsauy (S-1) 


E = aus, + a120% + axs;, | 


Ey = aOun 十 aszaw + asso;, 


这 时 ,以 应 力 函 数 A 表示 的 协调 方程 具有 如 下 形式 *"， 


134 


第 5 章 二 


各 向 异性 板 
9 
az ZA tan 2 Ë + Can + ass) 3 
PA DA 
(5-2) 
在 平面 应 变 情况 下 ,各 向 异性 材料 的 应 应 变 关系 具有 如 
下 形式 : 
Err = bn On + bxo;, + biso,, 
sw = bOr 十 bozaw + bzsory (5-3) 
2e,, = boi Or 十 bzaw 十 beau 
式 中 
bi =a — Ë (ij 一 1,2,6) (5-4) 
a33 
同时 ,协调 方程 相应 地 变 成 
ðA A 
bx: ga 2bzs 站 和 + (2biz + bse ) PEET k 
ðA J'A 
2b F bn x =0 (5-5) 


显然 ,在 各 向 异性 情况 下 ,平衡 方程 .几何 方程 与 边界 条 件 均 
与 各 向 同性 材料 情况 相同 , 即 

Q A 与 应 力 分 量 ce. ,oow ,au 之 间 存 在 如 下 的 平衡 方程 关系 ， 
3A oA ë oA 
3y’ fi ax’ a 9z9y 
O 应 变 分 量 ee ,sw ,ee 与 位 移 分 量 xz 之 间 存 在 如 下 的 几 


何 关系 : 


Orr (56) 


LA 2 _ Ju, 
“= 3r’ 2A 
i (5-7) 
= 了 于 (号 2) 
” 2\9y ar 


且 元 素 刚体 转动 分 量 为 
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1 /9u, Iu, Z 
w, =-+(%z 22) (5-8) 
O 平面 问题 的 边界 条 件 可 表达 为 
u, =u, Wy = u, Œ S, 上) (5-9) 


Onl + o,,m = zi 

Oyl + o,,m = p, 
式 中 ,zz,zy 5 p. b, 分 别 为 在 边界 S, 55 S, 上 给 定 的 位 移 与 面 
力 分 量 ; Ej m 为 边界 外 法 线 方向 余弦 。 


Œ S, 上 ) (65-10) 


51.2 通 解 的 复 变 函 数 表 达 式 


下 面 研 究 四 阶 偏 微分 方程 式 (5 - 2) 的 通 解 。 引 入 广义 复 变量 
z 如 下 : 


z=r+uy (S-11) 
式 中 ,w 为 复 常 数 
y=a+fßi (5—12) 
将 应 力 函数 A 写成 如 下 广义 复 变 函数 形式 ， 
A = F(z) + F(z) (S-13) 


上 式 可 以 保证 应 力 函 数 为 实 函 数 。 
将 式 (5 - 13) 代 入 式 (5 - 2), 可 得 
anp“ — aup? + (2an + as De —2ansy + ax = 0 
(5-14) 
由 此 可 见 , 只 要 上 是 代数 方程 式 (5 - 14) 的 根 , 则 由 式 (5- 13) 所 给 
出 的 A 就 是 微分 方程 式 (5 -2) 的 解 。 
根据 弹性 常数 之 间 的 关系 ， 可 能 存在 以 下 两 种 情况 。 
D # 的 所 有 根 均 不 相等 
m = e +B, pz = a, + Bi 
m = a —B.i, Am = a, — ñi 


(5-15) 
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式 中 ,a ,Bi,ai 与 及 均 为 实数 。 
D py 的 所 有 根 成 对 相等 
m = = a+ Bi, ja = p = a— Bi (5-16) 
对 于 各 向 同性 材料 ,有 
A Hz b ps É. i (5-17) 
如 果 材 料 是 正 交 各 向 异性 ,而 且 坐标 轴 平行 于 材料 的 弹性 主 
轴 , 则 


an = 0, az = 0 (5-18) 
此 时 ,可 能 存在 以 下 三 种 情况 。 
Q Am 与 p 为 不 等 的 虚数 , 即 


m = ñi, pa = Bi (5-19) 
@ Am 与 ws 为 相等 的 虚数 , 即 
m = Bi, , = Bi (5-20) 
Q u 与 具有 如 下 关系 : 
A 一 ca 十 Bi， pz 一 一 a 十 Bi (5-21) 


对 于 的 所 有 根 均 不 相等 的 情况 ,应力 函数 的 通 解 为 
A= Fla) +F (z) + F,(z) +FeGa) (5-22) 


式 中 
z; = +y (5—23) 
将 式 (5 -22) 代 入 式 (5 - 6) ,并 令 
dF. ; d 
gG = f = FG), GG) =E = FG) 
(5-24) 


则 可 得 到 应 力 分 量 的 复 变 函 数 表达 式 如 下 : 
Oa = lg (zi) + Ë W (z) HAP (zi) HEY (ze) 
ow = g'a) + $ (za) HPCH (ze) 
一 ao = g (z) + g (z: ) + p (zi) + e (z) 
(RS 


下 面 研 究 位 移 分 量 的 复 变 函 数 表达 式 。 设 
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ee A (5 -26) 
u, = Ẹ (z1) +9, (zz) + Š, (z) ) + n, (z>) 
将 式 (5 -26) 代 入 式 (5 -7), 可 得 
Ex = E D) + Ma) +, (zi) + 7, (za) 
Ey = mg, (z) +e ty Ce) + EG) + pz Tz) 
2e,, = £, (z, ) + f,(z, ) + Z (z) + T, (zz) + 
mE Cz) + o f, (zo) + 
m EGO + T.C) 
65-27) 
将 式 (5 - 25) 代 入 式 (5 - 1) 的 前 两 式 ,并 将 所 得 结果 与 式 (5 - 27) 
的 前 两 式 进行 对 比 ,可 取 
Ea) = pp Ca), WC) = pY Cz) 


, (5-28) 
E (z) = qp (z), Wz2) = qY (z2) 
式 中 
b; = anh +a — Gw; (5-29) 
Hiqi = an 十 azz — asp; (5-30) 


积分 式 (5 - 28) 并 将 所 得 结果 代 和 人 式 (5 - 26) , 则 得 位 移 分 量 的 复 
变 函 数 表 达 式 如 下 : 

u, = P1921) + peple) 十 力 P) + b: P) 

u, = q @(zi) Hayle) + q, P) + q: Pe) } 

(5-31) 

将 式 (5 - 25) 代 入 式 (5 - 1) 的 第 三 式 , 将 式 (5 -31) 代 入 式 (5 -7) 
的 第 三 式 , 并 将 所 得 结果 进行 对 比 , 则 可 得 式 (5- 14)。 由 于 是 
该 方程 的 根 ,故此 式 即 变 为 恒等式 。 式 (5 - 31) 中 略 去 了 与 变形 无 
关 的 积分 常数 , 式 (5 - 25) 与 式 (5 - 31) 称 为 列 赫 尼 斯 基 
《Lexnnuknn) 的 应 力 分 量 与 位 移 分 量 的 表达 式 。 
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5.2 含 边缘 裂纹 有 限 大 板 的 解析 变 分 解法 


5.2.1 满足 裂纹 表面 边界 条 件 的 解析 解 


按照 5. 1 节 建 立 的 各 向 异性 平面 问题 弹性 理论 ,应力 分 量 和 
位 移 分 量 可 用 复 变 函数 (zi ) 与 W(zz) 表 示 如 下 ， 
ou 一 2Re Lig (z) + 5 # (z: ) ] 
av = 2Re [9 (z1) + # (zx) ] | (5-32) 
au 一 一 2Re [Jn p (zi) + py (z+) J 
u, = 2Re [pi plz) + pap(z,)] 
u, = 2Re [qi p(z) + q+ (zo) ] | 
式 (5 -32) 和 (5 - 33) 已 经 满足 平面 问题 的 所 有 基本 方程 。 
下 面 建立 裂纹 表面 的 边界 条 件 , 并 由 此 确定 复 变 函 数 g(x) 
与 J(zz) 的 构造 形式 。 对 于 图 5 -1 所 示 的 含 边缘 裂纹 板 ,裂纹 上 、 
下 表面 的 面 力 自由 边界 条 件 为 


,ry 
ay =0y = 0, d 


(5-33) 


H = eÇ = 0 (5-34) 
为 了 便于 研究 , 现 将 上 述 两 个 复 变 


ë 
函数 分 为 如 下 两 部 分 [253 ， 
P) 一 a, 
PCer) = Pi C22) + #%; (z; ) A x 


(5-35) 
这 样 ,应 力 场 也 被 分 成 相应 的 两 部 分 。 
第 一 应 力 场 系 由 pi) pil) 
所 控制 ,它们 满足 在 韧带 上 切 应 力 ce 为 图 5-1 单 边 边缘 裂纹 板 
零 的 条 件 , 即 
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oy = 0 (5-36) 
由 式 (5- 32) 可 知 ,这 个 条 件 可 由 下 式 得 到 保证 , 即 


tag) (z) + aÚ (r) = 0 (5-37) 
式 中 ,r 表 示 z, 与 z; Eri. 8 
第 二 应 力 场 系 由 @ (zi) 与 2 Cz, ) 所 控制 ,它们 满足 在 韧带 上 

正 应 力 0,, 为 零 的 条 件 , 即 


oy = 0 (5 -38) 
由 式 (5 - 32), 这 个 条 件 可 由 下 式 得 到 保证 , 即 
pilD +p) = 0 (5-39) 


实际 上 ,这 里 并 未 对 复 变 函 数 p) 5 pz) 施加 任何 限制 。 
首先 分 析 第 一 应 力 场 。 
根据 式 (5 - 32) 与 式 (5 - 35) ,裂纹 表面 边界 条 件 式 (5 - 34) 中 
的 第 一 式 可 由 下 式 得 到 保证 , 即 
mg) CO +a C) = (r) Ti W. (r) = 0 
(5 -40) 
APOE) +e? (r) = mp P (r) Hep a = 0 
(5-41) 
根据 式 (5 - 32) ,裂纹 表面 边界 条 件 式 (5 - 34) 中 的 第 二 式 具 
有 如 下 形式 : 
PDHFHPID+HIODWD HKO =0 (5-42) 
KOHAO Hp CO HIN =0 (5-43) 
从 式 (5 -40) 与 式 (5 - 41), i 8 a), (r), (r) 
与 # 2 (e) ,并 代入 式 (5- 42) 与 式 (5 - 43) ,可 得 


ee (5-44) 


£ — Mı g“ Ce) L —m- gP C) sa: Ó (5-45) 
£ F" 


将 式 (5 44) 与 式 (5 - 45) 分 别 相 加 、 减 , 则 有 
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R 
= 
y 
PE: 
Bi 


£: — A WR £ — Hi ad 
°) ( )] 0 (5-46) 
[ Pa. Pı T. E PIT 


s 


[° w s =ç ao] + 


《一 ) 
>= mg) += igw] =0 5-47) 
pe pe 
R hig 


— g (z) — E Tp) = 2g (a) (5-48) 


= 


Bhagta) Bii z) = 27? filz) (5-49) 
£: “ 
式 中 


N 
Ald = 》 Faz g(x)= > Ginz? (5-50) 


n=0 


显然 ， 式 (5 - 48) 满 足 式 (5 - 46) 所 提出 的 条 件 。 下 面 证 明 ， 
式 (5 - 49) 满 足 式 (5 -47) 所 提出 的 条 件 。 由 5. 1. 2 节 得 知 


z; = x + py = z +a;y + iB,y (5-51) 
ca 
xj = r+a;y, y; = By (5-527 
则 可 将 复 变量 z; 写 成 如 下 形式 : 
z; = z; + iy; = rje =r(cos 0, +isin 0) (5-53) 
式 中 
r; =/= + y, = rv (cos 0 + asin 0)° + Csin 0)° 
(5-54) 
cos 0 j cos P+ sin 0 
r; V (cos 9 + asin 0? + (Bsin 0)° 
(5-55) 


Yi sin 0 
rj (cos f+ asin 0) + (Psin 0Y 
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从 而 有 
iss riet (65-56) 
lim 7 f; G) =F irn fo (5-57) 
pi 


于 是 ,可 以 证 明 , 式 (5 - 49) 满 足 式 (5 - 47) 所 提出 的 条 件 。 
由 式 (5 - 48) 与 式 (5 -49) 可 以 解 出 


Bofiga) =a fia) Hg) (5 -58) 
2 
Ea) = z fi a) — n (a) (5-59) 
2 
将 式 (5 - 50) 代 入 式 (5 - 58) 与 式 (5 - 59) ,经 比较 可 知 
Fn = Fns Cu = 一 G， (5-60) 


从 式 (5-40) 与 式 (5-41) 解 出 多 (z), p P (r), 9 (r) 5; 
9l'(T) ,经 过 类 似 推导 ,可 得 


EE Ce = z fi (z) gi (z) (5-61) 
i 


Ery Cza) = z7? fè Ce) — gi (za) (5-62) 
1 


式 中 


N N 
fi (aa) = > Fizi, — g; Gz,) = D Ghz; (5-63) 
n=0 


Fa = Fh, Gih = 一 65-64) 
将 式 (5 - 58) 与 式 (5 - 61) fŠ À 2& (5 - 37), 并 且 考 虑 到 

式 (5- 50) 与 式 (5-63), 有 
Fin = Fs Gu = Gh (5-65) 

然后 分 析 第 二 应 力 场 。 
根据 式 (5 - 32) 与 式 (5 - 35) ,裂纹 表面 边界 条 件 式 (5 - 34) 中 

的 第 二 式 可 由 下 式 得 到 保证 , 即 
gC) + (0 = POD T =0 (5-66) 
pO +6 (r) = pP E +@ COD =0 (5-67) 
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根据 式 (5 - 32) ,裂纹 表面 边界 条 件 式 (5 - 34) 中 的 第 一 式 具 
有 如 下 形式 : 
g (r) + a O Hap (r) + p (r) = 0 
(5 - 68) 
mg (r) + (r) +n gy (r) + a (r) = 0 
(5-69) 
从 式 (5 -66) 与 式 (5 - 67888 (Cr). ET O 
PO) HRARG -68) 与 式 (5 -69), 再 将 所 得 两 式 分 别 相 加 、 
减 , 则 有 
[G — n); (r) + G —)@; (r) ]° + 
CC — )@ (z) + (y — a )@,(r)] =0 (5-70) 
[Ga — m) (z) — (G —n)@; (r) ] 9 一 
[G = m) pl) — pap)p(nD O = 0 (5-71) 
仿照 前 面 ,满足 式 (5 - 70) 55 sË (5 - 71) 的 解 为 
(po — mpi) = z fala) Tg (m) (5-72) 
(ps — m) P21) = a falz) — gx (z) ) (5-73) 


式 中 
N 
f: (z) = > Fazi 
p 6-74) 
gi(z1) = > Ganzi 
n=0 
将 式 (5 - 74) 代 人 式 (5 -72) 与 式 (5 -73), 经 比较 后 可 得 
Fan = Fns G, =—ÇG,, (5-75) 


从 式 (5-66) 与 式 (5-67) 解 出 g (C), ag TS (r) 5 
Po) ,经 过 类 似 推导 ,可 得 
pu — pepa lz) = za f; (z2) Hgi (za) (5-76) 
(a — pe) Wz) = zi fè (z) — gi Cz) (5-77) 
式 中 
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N N 
fiz) = Fiz3， gi z) = D Gazi (5-78) 
n=0 


同时 
Fa = Fh, — G; =— G¿, 65-79) 
将 式 (5 - 72) 与 式 (5 - 76) 代 入 式 (5 - 39), 并 且 注 意 到 
式 (5 -74) 与 式 (5-78), 有 
Fa = Fh, _ G, = Gh (5-80) 
将 以 上 求 得 的 AER ACAR AEDE] Z (z; ) B) 3k K Ñ A. 
RG - 35) ,再 将 所 得 结果 代入 式 (5 - 32) ,可 得 满足 裂纹 表面 边界 
条 件 的 应 力 表 达 式 。 对 所 得 @ (z1) 与 几 (z) 进 行 积分 求 出 (二 ) 
与 Jy(z,), 并 将 所 得 结果 代入 式 (5 - 33) ,可 得 满足 上 述 条 件 的 位 
BRER., HF ,和 下 ,是 实数 ,G1, 与 Gz, 是 虚数 , 故 可 引入 以 
下 实数 
Hi, = Fins H;, =— G, ] 


(5-81) 
H;, -= Fans Ha s= iG,, | 
于 是 ,应 力 分 量 与 位 移 分 量 可 写成 如 下 形式 : 
N 4 
ou = >) >) H.R, 
n=0 (=1 
N 4 
s, = >) >H, RY, (5-82) 
n=0 l=1 
N 4 
Ory 一 > > H.R 
2 
u, = >) >) HS 
Sa (5-83) 
u, = 2) 2 Ha S} 
n=0 I=1 


式 中 ,RS ,… ,Sw 均 为 ri,r;,9, 和 的 已 知 函数 ,并 以 材料 常数 
作为 参数 。 
现 将 函数 RU... SP 的 具体 表达 形式 列 出 如 下 : 
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本 


RY = AP r-t cos (a 一 + Ja + Bi r+ sin(a E 


2 


1 
2 
1 i 1 
AR rrt cos(a— + )#% + BiP rit sin(a— + 
RÈ = CR rrt cos(n— +) + DI? rI sin(a- 

CP rrt cos(n— +)# + Dip rr? sin(n— + 
RY =— Alif) risin n, + BË ricos nô, 一 

AW risin n0, + BI racos nô 
RY =— CH risin n0, + D? ricos n0, 一 

CË risin n0: + DË ricos n0, 


ij 


(5 -84) 
1 Ë 
SI = AP t 一 cos(n 十 二 )0.+ BP T. sin(n 十 去 )4 十 
n 十 二 er n 
2 2 
1 1 
AP -— os(n +- )% +B? at sin(n+ : Jo 
"++ n+} 
2 2 
1 1 
S: = CP - cos (n + +) + Di aun sin(n+ 4 )a, + 
E 9: wz 
1 1 
CE a cos( ; )% + DP aa sin[n + i )& 
"+> ?十 到 


i 
s? =— AÙ Hsin (n+ DA +B? A eos Ca 十 1)0 一 


AP = Tsin (n + )6; + B? JI eos (n+ DO 


1 
S =- CP e Tsin (n+1)0, HDP = r cos (n + 1)0, — 
n+1 十 1 


p Asin (n+ De + DP eee Cn 二 DD 


(5-85) 
式 中 ,所 有 系数 均 为 材料 弹性 常数 的 函数 。 
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可 以 证 明 , 如 果 材 料 是 正 交 各 向 异性 的 ,而 且 裂 纹 与 材料 弹性 
主轴 重合 , 则 Re Ri ,Ry ,Ry ,Ro Ry Sm ,Sm ,Sw 与 Sw 
是 反对 称 的 ,而 其 余 是 对 称 的 。 因 此 ,如 果 构 件 几 何 外 形 与 外 力 关 
于 裂纹 对 称 , 则 


H, =0, H, =0 (5-86) 
如 果 构 件 几何 外 形 关于 裂纹 对 称 ,而 外 力 关于 裂纹 反对 称 , 则 
H,=0, H, =90 (5-87) 


由 式 (5- 82) 与 式 (5- 84) 可 以 看 到 ,在 应 力 的 展开 式 中 n=0 
的 四 项 内 ,两 项 具有 奇异 性 ,奇异 性 的 阶 次 为 一 1/2, 这 两 项 的 系数 
为 万 。 和 H, 。 其 余 各 项 为 非 奇 异 项 。 

当 一 0 时 ,rn 一 0,r;->0, 两 个 奇异 项 趋 于 无 穷 大 ,所 有 非 奇 
异 项 均 趋 于 零 。 从 而 得 出 裂纹 尖端 附近 的 近 场 应 力 分 量 与 位 移 分 
量 的 表达 式 如 下 : 


0; =H. [i (AR cos +0 + B sin ++ rz”? (A cos +6 + 
;: 1 1 1 | 
BP sin y0 ) J+ Ho [ (Cp cos 70 + D sin 70 )+ 
n” (c cos ta, + DË sin +ó, )] (5-88) 
u, =2Hy [a (A. cos +, + BS sin 3a, )+ ri? (a? cos ++ 


BP sin +0, ) F 2H» [2 (CP cos ta, +D? sin 44, )+ 


ry (CP cos 48, + DP sin 了 )] 6-89 
利用 式 (5 - 88) ,可 得 计算 应 力 强度 因子 的 公式 如 下 : 
K, = lim Í 
r (5-90) 
Ki = lim nro = 2/2= Ha 


0 
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5.2.2 满足 绕 钉 孔 位 移 单 值 条 件 与 合力 边界 条 
件 的 解析 表达 式 


对 于 含 钉 载 孔 的 多 连通 域 情 况 , 为 考虑 绕 钉 孔 处 的 合力 平衡 
条 件 和 位 移 单 值 条 件 , 引 入 含 对 数 函数 附加 项 。 从 而 有 


n=l 


De ¿ 
plz) = >) E,,In(zi — zi?) + @ C) TA] 
R (5-91) 
Wz) = >J E;,In(z; — z$”) + dh (z) tat] 


2al 


RP, ple) plz) , ñ (z+) M ó> Cz; ) £ tH 5. 2. 1 4AE 9 Bn TË 8 
数 ;N 为 钉 孔 的 个 数 ;zi” (=1,2) 为 第 n AS SFU fE É 5 0538 
标 , 即 
zÉ” = z” +y” = rf” (cos 6” 十 isin @”) (5-92) 
式 (5 -91) 中 的 待定 常数 Ei, 和 ,取决 于 钉 孔 处 的 合力 平衡 条 件 
和 位 移 单 值 条 件 。 
设 C, 为 包围 第 ”个 钉 孔 的 任意 闭合 周 界 ( 见 图 5 - 2), 作 用 在 


C, 上 的 合力 分 量 尺 ,与 R, 可 表达 为 
=$ T,d£ 
i (5 -93) 
R. =$. T,ds 
式 中 ,T 和 T 了 ,分 别 为 作用 在 C, 上 的 面 力 沿 z 和 y 方向 的 集 度 ,并 
可 由 沿 孔 边 的 静 力 平衡 条 件 求 得 如 下 : 


392Agy PA ( 22) 3 3A 
3y 9s ƏrxzƏ9y ðs ðs 9y 
FA ay za 2z) 3 9A 
gxz9y 9s 3z? 9s 9s Ix 
(5-94) 
将 式 (5 -94) 代 人 式 (5 - 93) 并 考虑 到 式 (5 - 22)、 式 (5 - 24) 55 
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式 (5 -91), 可 得 
Ram = Rin =[m gz) +p) + Ú (xz) + pz2) JC, y 


2xi(E,, 一 Epa + Eze: — Ezp) (S -95) 
Ri = R,, =— [¢Cz21) +e) +l) + #(x,) ]C, ss 
— 2mi(E,, — E, + En — En) (5-96) 


考虑 到 式 (5- 95) 及 式 (5 - 96), 钉 孔 处 的 合力 平衡 条 件 可 表 
示 为 


一 站 二 二 (1 二 ip)E, — (1+im)Ë,, + 


(1+ima)E, — (1+igo)E, (5-97) 
钉 孔 处 的 位 移 单 值 条 件 应 该 是 绕 钉 孔 一 周 位 移 矢量 的 增 
量 , 即 
Alu, + iu,) l, = 0 (5 -98) 
根据 式 (5 - 33) 及 (5 - 91) ,有 
Alu, + iu,) |, = (b + ig) E,, — (P + iq )Ë,, + 
(b: + iq, )E,, — (p: + ig, )E;, = 0 (5-99) 
对 于 正 交 各 向 异性 板 , 有 
AM 一 设 ， pi=q=0 (k=1,2) (5-100) 
将 式 (5 - 100) 代 入 式 (5 - 97) 和 式 (5 - 99) ,并 分 离 实 部 及 虚 部 ,可 
以 得 出 
E$, = qiRi,/c . El, me PERs, /cs } 6-101) 
E}, =— qi Rn/ci s El, =— prRz,/cs 
式 中 
cl = 4r( 有 和 一 Ba)， c= 4xz(pR — pÈ) (5-102) 
在 以 上 各 式 中 ,上 标 R 和 工分 别 表 示 复 系数 的 实 部 和 虚 部 。 
令 
Hin = Fims H,;, =—iG,, 
Hin = Fns Hin =— iG,, 
并 根据 式 (5 -32)、 式 (5- 33) 和 式 (5- 91), 可 将 应 力 及 位 移 分 量 
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含 边缘 裂纹 各 向 异性 板 
和 
写 为 如 下 形式 : 
oj = o; +o; u; = u; + u; (5 - 104) 
其 中 
M 4 M 4 
o = > >) HR 名 u; = DD Hi S. 
m=0 i=l m=0 l=] 
2 N 2 N 
6; = >) DemRa u’ = > > foRs 
k=1 ama n=l 


(5 - 105) 


RP Rin o Si seijin FN f an JI ERR z, ( Bl r, FA 0,) D) RAA SHE PR RY 


函数 。 应 当 指 出 ,基本 项 o; 5 u 


”已 满足 裂纹 表面 边界 条 件 。 


图 5- 2 给 出 复 连通 域 边 缘 裂纹 板 的 示意 图 。 


5-2 受 钉 传 载荷 边缘 裂纹 板 


5.2.3 应 力 强度 因子 的 解析 变 分 解法 


以 上 导出 的 含 钉 载 孔 和 边缘 裂纹 板 应 力 和 位 移 表达 式 满 足 了 
所 有 弹性 力学 基本 方程 . 绕 钉 载 孔 的 合力 平衡 条 件 和 位 移 单 值 条 
件 。 应 力 和 位 移 表 达 式 中 的 待定 系数 应 取决 于 板 的 边界 条 件 。 下 
面 采用 变 分 方法 ,通过 势能 原理 ,使 静 力 边界 条 件 得 到 满足 ,由 势 


ERT Ai sS 
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òn = 一 | (oyy + Fdu dV + 


| (gn; — Ti)d ur as+| (a;n,)Šu¿ ds + 
s s 


N 
Dif, Gn, —T:)ò u; ds} = 0 65-106) 


n=l 


式 中 ,Fi 和 TT; 分 别 为 体力 和 面 力 分量 , Sr 为 静 力 边 界 ,S, On =1, 
2，……N) 为 钉 孔 边界 ,S. 为 裂纹 表面 ,而 nj 表示 边界 外 法 线 方向 余 
弦 。 大 家 知道 ,应 力 和 位 移 的 级 数 表 达 式 (5 - 104) 与 式 (5 - 105) 
已 满足 以 位 移 表 示 的 平衡 方程 ,而 且 其 中 应 力 基 本 项 o; 已 满足 由 
式 (5- 36) 和 式 (5- 38) 所 表示 的 裂纹 表面 边界 条 件 , 从 而 


= f ov + F)du av+| Con)8ur ds =0 (5-107) 
在 小 钉 孔 的 情况 下 , 沿 钉 孔 表面 ,可 以 认为 位 移 8u 为 一 常 


数 。 而 且 级 数 表达 式 (5 - 104) 与 式 (5 - 105) 已 满足 由 式 (5- 97) 
所 表示 的 合力 平衡 条 件 。 于 是 


Í. Con; — T,)8 u; ds = [| (our Tds eu =o 


(5 - 108) 
从 而 , 变 分 方程 式 (5 - 106) 可 简化 为 如 下 形式 : 


Í oj n;ðu; ds =- f Ci'n; — TO8u; ds— | sin; u ds 
Sr Sr s 


(5-109) 
应 当 指出 ,在 不 含 钉 传 载荷 的 情况 下 ,由 于 裂纹 表面 的 边界 条 件 
已 精确 满足 , 故 在 变 分 方程 式 (5 - 109) 中 无 须 沿 裂纹 表面 进行 积分 。 
将 应 力 和 位 移 表达 式 (5 - 105) 代 入 式 (5 - 109) ,并 考虑 到 各 
待定 系数 变 分 的 独立 性 ,可 得 出 求解 Hi, (1=1,2,3,4;m = 0,1, 
2,…,M) 的 代数 方程 组 。 
对 于 裂纹 与 材料 主轴 重合 的 情况 ,如 果 板 的 几何 外 形 与 载荷 
关于 裂纹 为 对 称 的 ( 工 型 裂纹 问题 ), 可 以 证 明 Hons H,, W 3 + 
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TURRA R ARER 


零 。 于 是 ,求解 待定 系数 Hi 和 Hin (m=0,1,2, MIREA 
程 可 写 为 如 下 形式 : 


KK HY D 
r s s W" 
KUP K {H® } (QP } 
这 里 
KP = | [Rn + Rn.) S + (Rn, + RYn,) SY Jds 
Sr 


QP = Ç (TSH +T,SY? )ds + 
>| CR.) + (DesnRn )n, J5? + 
n=l ”Te j=l j=l 
2 2 
[( e R, )n, + (X emRa Jn, JS? }ds 
j=l j=l 


U,k=1,4; im = 0,1,2, ,M) 

6-111) 

对 于 正 交 各 向 异性 板 , 可 导出 上 式 中 的 角 分 布 函 数 如 下 : 
(R RY) = PCR ORE t cos(m— + )% 


: 
RL, RE) = > (CR ,C rt cos mk 
K= 
2 


: 
sk: SEA 1 
RO, = Cratsin(m—F)%m, RY = Do Cskrisin mOx 


K=1 Kai 


Re 
sg = Dog T cos(m+ +) 


SI) = SDR z cos(m +1)0x 


SW = JDR art sin(m+ +) 


2 mtl 
St = DDR = Tsin(m + 1)6k 
k=1 


(5-112) 
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式 中 
— 28: 26, 28 Bp, 
C = C = I c9 = 
' R- ' R-R ~ R-R 
C9 = 20 8 ` c}? = 一 28 ; 2 = — 28 B, 
= Roh ” Rh ”有一 
O 28: O 2 4 2f, 
a = ， cp = ， C= 
i RB C CU TRA 
28; 一 2 — 2k 
C = <, Ce = 站 ce S 
° 一 有 * BR ° RR 
DY 2B (— auBit an) f DP == 2B: (a1sBi— az) 
应 一 有 B (6, — Ë) 
DY = 二 28 (—anbi+ an), 由 a 2B Can Bi— az) 
É. 应 一 及 BR — B) 
DY = 2( 一 au 有 十 alz》 po 区 一 2(alzp8i 一 azz) 
Ë 及 一 有 的 8 (6, — B) 
DY 三 2 一 anpit a) P = 2(ax82— ax) 
ý 及 一 K. RÈ — B) 
(5-113) 
以 及 
ë E | BIgqsVi, Bigi Von ) 
T a Vi + Wi Vi +Wi 
¿ 2 u B: pEW;, ) 
=” O a Wia +W Va Wi, 
z 2 ( Vin dV an ) 
> ea Win Win Vin + W, 65-1189 
é 2( PEW PEW, ) 
> s Vi +W. V+ We 
e 2( BWin BaqiW,, ) 
> s Vi +W Va +W 
ARRE 2( 及 好 Vi BEV ) 
> cs AVI Win Vin + WE 
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第 5 章 RAJAA 子 的 解析 变 分 解法 一 一 Ü 
RAR 异性 板 


m) 


Vk, = rkcos Or — ri” cos OP 


(K = 1,2) *(5 -115) 
Wk, = rksin Or — ri” sin 0 } 


于 是 ,通过 求解 式 (5 ~ 110), 即 可 得 到 待定 系数 。 对 于 此 工 型 
裂纹 问题 ,应 力 强度 因子 可 根据 式 (5 - 90) 来 确定 。 


5.2.4 数值 计算 的 实例 与 系统 结果 


这 里 所 述 的 方法 可 用 于 计算 各 向 同性 及 正 交 各 向 异性 含 边缘 

裂纹 板 的 应 力 强度 因子 。 对 于 各 向 同性 情况 ,引入 一 个 ee1 ,使 

k= ñ = (1—i, £ = iB, = (+e)i (5- 116) 
X e—0 时 ,可 以 证 明 ,所 求 得 的 应 力 
场 和 位 移 场 以 及 应 力 强度 因子 均 趋 
于 根据 各 向 同性 弹性 理论 求解 所 得 
出 的 结果 。 

图 5 -3 绘制 了 在 r" p 处 承受 
钉 载 P 的 具有 径 向 边缘 裂纹 的 圆 
盘 , 并 设 圆 盘 的 半径 为 R。 对 于 一 系 
列 给 定 的 。 值 ,所 求 得 的 量 纲 为 1 的 
应 力 强度 因子 Ki = K, VR/P, 如 
表 5-1 所 列 。 可 以 看 出 ,只 要 。 足 图 5-3 贺 形 紧 省 拉 伸 试 件 
够 小 , 即 可 略 去 它 对 计算 结果 的 影 
响 。 


表 5-1 HARAMA K, 与 的 关系 (r` 一 0.4R) 


vA 断裂 与 损伤 力学 


参照 图 5 - 3, 在 数值 计算 中 为 考虑 圆 盘 的 几何 和 载荷 位 置 对 
K , 的 影响 ,计算 由 如 下 各 种 参数 组 合 而 形成 的 边缘 裂纹 圆 盘 的 应 
力 强度 因子 。 
r" /R = 0.2,0.4,0.6,0.8, $* = 30°, 45°,60°,75° 
针对 每 一 种 可 能 的 上 述 参 数 的 组 合 ,已 取得 一 系列 边缘 裂纹 
圆 盘 的 量 纲 为 1 的 应 力 强度 因子 K, =K  /R/P 的 数值 解 。 含 
边缘 裂纹 各 向 同性 圆 盘 的 应 力 强 度 因子 与 裂纹 长 度 间 的 关系 如 
5-4 Kı ~a/R 所 示 。 为 进一步 研究 材料 性 质 对 应 力 强度 因 
子 的 影响 , 表 5 - 2 列 出 了 对 应 八 种 不 同 材料 常数 受 钉 载 的 正 交 各 
向 异性 边缘 裂纹 圆 盘 (a = R, r" =0. 64R,$* 一 38. 6") 的 量 纲 为 
1 的 应 力 强 度 因子 的 计算 结果 , 表 中 M 为 式 (5 - 105) 中 所 示 级 数 
的 项 数 。 此 种 圆 形 紧凑 拉 伸 试 件 在 各 向 同性 的 情况 下 ,该 量 纲 为 
1 的 应 力 强度 因子 的 数值 计算 结果 等 于 6. 20, m HH 3E @& 8 
(Feddern) 通 过 试验 所 提供 的 相应 结果 为 6. 2455。 这 种 数值 计 
算 结 果 与 实验 结果 的 一 致 性 是 令 人 满意 的 。 
表 5 -2 HEEN K, =K, VR/P 的 影响 
(W = 1.5R, a =R, r° =0. 64R, $` =38. 6°) 


En/GPa 

Ez2/GPa 

Gr2/GPa 
Viz 
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04 08 12 16 20 
I 
(a) 9 *=30° 


% j 


04 08 12 16 20 04 08 12 16 20 
© $460° (d) 2 5=75° 

图 5-4 MERKSE0BREE AES T5SSRGKE0X ER 

图 5 - 5 表示 一 个 矩形 紧 
凑 拉 伸 试 件 。 参 考 文献 [5. 7] 
给 出 了 由 边界 配 位 解法 得 到 
的 应 力 强度 因子 计算 结果 。 
该 参考 文献 对 试 件 进行 了 如 
下 简化 : O 作 截 面 通过 两 个 
销 钉 孔 中 心 并 切 去 左边 部 
分 ; @ 以 两 个 抛物 线 分 布 形 
式 的 切 应 力作 用 在 右边 部 
分 ,代替 两 个 钉 载 P 的 作用 。 图 5-5 和 矩形 紧凑 拉 伸 试 件 
表 5-3 给 出 了 采用 与 此 完全 
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相同 的 计算 模型 并 由 解析 变 分 方法 所 得 的 量 纲 为 1 的 应 力 强度 因 
FK =K, VW/P 的 计算 结果 。 此 外 , 表 中 还 列 出 了 参考 文献 
[5.7] 由 边界 配 位 法 提供 的 相应 数据 ,可 以 看 出 结果 的 一 致 性 。 然 
而 ,正如 参考 文献 [5. 8] 所 指出 的 ,K 值 对 于 边界 C,D 上 的 受 力 状 
态 还 是 敏感 的 。 因 此 ,应 该 深入 探讨 这 一 粗糙 的 计算 模型 所 带 来 
的 误差 。 由 以 上 分 析 , 可 以 肯定 ,采用 解析 变 分 方法 可 以 直接 分 析 
和 矩形 紧凑 拉 伸 试 件 而 无 须 引 和 人 上述 简 化 模型 。 表 5 -4 给 出 了 根 
据 解析 变 分 解法 求解 真实 试 件 的 计算 结果 。 可 以 看 出 ,当量 纲 为 
1 的 裂纹 长 度 a/W 低 于 0.4 时 ,由 于 计算 模型 (边界 条 件 ) 的 近似 
性 所 造成 的 误差 还 是 较 显著 的 , 故 在 工程 上 是 不 能 忽视 的 。 
E 5- 6 提供 了 具有 不 同 钉 载 孔 位 置 的 矩形 紧凑 拉 伸 试 件 应 力 强 
度 因子 与 裂纹 长 度 的 关系 曲线 。 
表 5-3 对 于 参考 文献 [5.7] 计 算 模 型 由 解析 变 分 
解法 计算 结果 与 文献 结果 的 比较 
(H/W=0.6, F/H=0.54, b/W=0.25 ) 
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第 5 章 y 
含 边 


10.0| 
8 H -0.6 
6.0] 
x< H 
4.0| pa 
2.0) 
0.0! 0. 一 
0.20 030 040 0.50 0.60 0.30 0. 0.50 0.60 
aW aw 
(a) H/W=0.6,0.8, F/H=0.5, b/W=0.20 (b) H/W=0.6,0.8, FIH=0.5, b/W=0.25 
10.0| H 10.0; 
pos 
8.0] 8.0] 
60| 60| 
E+ H 
< =0.8 
40| v 4.0| 
20| 2.0) 
00 0.0 
030 0.40 0.50 0.60 0.20 0.30 040 0.50 0.60 
aw aj! 
(c) H/W=0.6,0.8, FIH=0.5, b/W=0.30 (d) HIW=1.0,1.5, FIH=0.5, b/W=0.20 
t: 
S 030 0.40 0.50 0.60 
L 


(e) HIW=1.0,1.5,F/H=0.5,b/W=0.25 


(f) HIW=1.0,1.5, F/H=0.5,b/W-0.30 


图 5-6 EJE hut FE 38 ETRE R 


157 


vy 断 型 与 损伤 力学 


表 5-4 图 5-5 所 示 紧 凑 拉 伸 试 样 解析 变 分 解法 计算 结果 
(H/W=0.6, F/H=0.54, b/W=0.25 ) 


图 5 -7 表示 一 个 含 缺口 裂纹 

的 矩形 紧凑 拉 伸 试 件 。 图 5 -8 给 

出 了 求解 该 试 件 在 各 向 同性 和 正 

交 各 向 异性 情况 下 量 纲 为 1 的 应 

力 强 度 因 子 解 析 变 分 法 的 计算 结 

果 。 这 里 , 正 交 各 向 异性 材料 的 

弹性 常数 为 En = 144. 8 GPa, 

2 一 11. 7 GPa, Gz = 9. 7 GPa, 

图 5-7 含 缺口 裂纹 的 矩形 wm 一 0. 21, 且 裂纹 沿 弹性 主轴 。 

KARERE 计算 表明 ,在 不 同 的 几何 参数 下 ， 

级 数 均 收 敛 迅速 。 从 而 ,利用 本 

方法 可 有 效 节省 机 时 。 此 外 , 表 5- 5 还 给 出 了 上 述 正 交 各 向 异性 
紧凑 拉 伸 试 件 缺口 尺寸 对 K 计算 结果 的 影响 。 
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缘 有 裂纹 各 阿 异 性 板 

16.0 160| 

140 1 14.0| 10 

12.0 13 12.0) L5 

10.0) 2.0 10.0] -0 
8o ÉZ 80 

6.0] 60| 

4.0| 4.0| 

2.0| 2.0| 

0| 
0000 04 02 03 o4 05 06 07 Ooo or oz 03 04 03 06 
aw alw 
(a) 各 向 同性 材料 (R/r=0.2, b/W=0.2) (t) 各 向 同性 材料 (R/F=0.3, b/W=0.3) 
12.0 To 
10.0| 1.0A 5 100| 10 
Š 15 

80 20 8.0 20 
h 60 É 6.0] 

40 4.0| 

2.0| 2.0| 


00 

0004 02 03 04 05 0607 000 or 07 03 04 05 06 
aw aiw 

(c) 正 交 各 向 同性 材料 (R/W=0.2, b/W=0.2) (d) 正 交 各 向 同性 材料 [R/F=0.3, b/W=0.3) 


图 5-8 含 缺 口 裂 纹 的 抢 形 紧凑 拉 伸 试 件 应 力 强度 因 于 
与 刹 纹 长 度 的 关系 曲线 (H/W=1.0,1.5,2.0,L/W=0.0,c/H=0.5) 


表 5-5 


缺口 尺寸 对 图 5- 7 所 示 正 交 各 向 异性 紧凑 拉 伸 试 样 六 ; 的 影响 
(H/W=1.0, R/W=0.2, b/W=0.25, c/H=0.5) 


本 方法 给 出 的 受 钉 传 载荷 含 边缘 裂纹 各 向 异性 板 应 力 和 位 移 
表达 式 精 确 满 足 所 有 弹性 力学 基本 方程 及 各 钉 孔 处 力 的 平衡 条 件 
和 位 移 单 值 条 件 。 应 用 变 分 原理 ,使 板 的 边界 条 件 得 以 满足 。 因 
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此 ,这 是 一 种 半 解 析 、 半 数值 解法 。 

此 种 解析 变 分 解法 适用 于 各 向 异性 材料 ,也 适用 于 各 向 同性 
材料 。 引 入 小 量 ;使 aibei eik AHRR E 
足够 小 , 则 可 将 各 向 同性 材料 看 作 正 交 各 向 异性 材料 的 特例 5” 。 

所 建立 的 计算 程序 可 用 于 求解 各 种 不 同 几 何 和 载荷 情况 下 的 
边缘 裂纹 问题 。 本 方法 可 简化 数据 准备 工作 和 有 效 节 省 机 时 。 

采用 本 方法 对 矩形 紧凑 拉 伸 试 件 的 现行 计算 模型 与 结果 的 近 
似 性 进行 了 分 析 , 提 供 了 准确 的 系统 计算 结果 ;对 于 圆 形 紧凑 拉 伸 
试 件 , 也 首次 给 出 了 系统 的 计算 结果 。 

数据 计算 表明 了 计算 结果 的 收敛 性 。 承 受 钉 载 含 单 侧 边缘 裂 
纹 板 的 数值 解 与 相应 的 实验 结果 和 相关 数值 解 均 吻合 得 较 好 。 若 
引入 分 区 广义 变 分 原理 ,本 方法 还 可 用 于 求解 含 多 个 边缘 裂纹 的 
问题 。 


5.3 ”会 边缘 裂纹 有 限 大 板 的 解析 广义 变 分 
解法 


5.3.1 广义 变 分 方法 


5.1 节 和 5.2 节 建 立 了 精确 满足 各 向 异性 板 基 本 微分 方程 、 
裂纹 表面 边界 条 件 以 及 钉 载 孔 处 位 移 单 值 条 件 与 合力 平衡 条 件 的 
应 力 场 和 位 移 场 的 级 数 表达 式 , 在 5. 2. 3 节 中 利用 变 分 原理 满足 
静 力 边界 条 件 , 从 而 确定 应 力 强度 因子 。 事 实 上 ,在 5. 2 节 中 仅 讨 
论 了 没有 位 移 边界 条 件 的 情况 。 如 果 在 所 研究 的 问题 中 ,存在 着 
位 移 边界 条 件 , 则 在 以 势能 原理 为 基础 的 变 分 解法 中 ,位 移 条 件 必 
须 精 确 满足 。 实 际 上 ,这 是 不 可 能 的 。 为 此 ,引入 广义 变 分 原理 ， 


使 这 一 条 件 在 变 分 意义 下 得 到 满足 。 
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根据 拉 格 朗 日 (Lagrange”s) 乘 子 法 得 出 的 广义 变 分 方程 可 以 
表达 为 如 下 的 形式 1, 5.10, 511] " 


èn =- Í loz, + Fdu av+| Con; — T,)8 u? ds + 
v Sr 


N (a;n;)Š u; ds + > U. (gan; — T,)Š u? as- 


Í. G 858 aa s= 0 6-117) 


式 中 ,FF 为 体力 分 量 ;Sr 为 面 力 分 量 (T,) 指 定 的 静 力 边界 ;S, 为 位 
W YB u, 指定 的 位 移 边界 ;S, (n= 二 1，2,…， NN) 为 钉 孔 边 界 ;S. 为 
裂纹 表面 ;nj 为 边界 外 法 线 方向 余弦 。 这 里 ,wu 表示 由 式 (5 - 
105) 所 定义 的 位 移 基 本 项 ,它们 已 满足 由 式 (5 - 36) 和 式 (5 - 38) 
所 表示 的 裂纹 表面 边界 条 件 。 

由 于 5. 2. 2 节 导 出 的 应 力 和 位 移 级 数 表达 式 (5 - 104) 与 
式 (5- 105) 已 满足 所 有 的 基本 方程 ,而 且 其 中 应 力 基 本 项 o; 已 满 
足 由 式 (5 ~ 36) 和 式 (5 - 38) 所 示 的 裂纹 表面 边界 条 件 , 从 而 


-J + Fdu dV+| Casn)du ds = 0 (5-118) 


在 小 钉 孔 的 情况 下 , 沿 钉 孔 表 面 ,可 以 认为 位 移 Gu 为 一 常 
数 。 而 且 级 数 表 达 式 (5 - 104) 与 式 (5 -105) 已 满足 由 式 (5 - 97) 
所 表示 的 合力 平衡 条 件 。 于 是 


Í (gnj— T,)Š u? ds = (f 《ol —T;)ds}ð u’ = 0 
S, s, 
(5-119) 
从 而 变 分 方程 (5 - 117) 可 简化 为 如 下 形式 : 
| ojndu ds—| u? òo; njds = 
Sr s, 


k (o;`n;— T,)Š u; ds foi ndu ds 
d $ 


Í. Car" — Bday njds (5 - 120) 
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5 -9 表示 一 个 承受 钉 载 对 称 双 侧 边缘 裂纹 板 。 根 据 对 称 
条 件 , 可 以 仅 考虑 板 的 左 部 并 将 它 分 解 为 图 5 - 9 中 所 示 的 两 种 情 
况 : O 钉 载 板 ,其 裂纹 尖端 具有 已 知 位 移 A ,该 位 移 系 由 式 (5 - 
105) 中 的 wr*” 所 提供 , 即 由 钉 载 所 提供 ; @ 无 载 板 ,其 裂纹 尖端 
具有 未 知 位 移 A;, 该 位 移 系 为 满足 对 称 截面 合力 平衡 条 件 而 
引出 。 


2) 
图 5-9 受 钉 载 对 称 双 侧 边 壤 裂纹 板 及 其 分 解 
首先 ,考虑 图 5 -9 所 示 的 情况 (1) 。 相 应 的 边界 条 件 可 表示 
WF: 
ojn; = T; ŒS E) 
jn; = 0, uw=0 (#S' E) 
从 而 , 变 分 方程 式 (5 - 120) 具 有 如 下 形式 : 
fa: n; ó u; a+ . onjd u; a-f., ui õainjds = 


} (5-121) 


Í Tš u du 一 | ou ds — 
Sr Ss, 


Í. oi ndus d+|. ur onjds (5 -122) 


将 式 (5 -105) 代 入 式 (5 - 122), 可 得 以 下 关于 待定 系数 Hš? HR 
性 代数 方程 组 : 


D Sen HY =V (r=1,2,3,4, 5 一 0,1,2,…,MD) 
1 


(5 - 123) 
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式 中 
Gnn = | Rns ds+ | Ra Sp ds —|.. SRI ds 
Sr s 


a= | Tspd 一 | s" n S ds — 
Sr Sr+S, 


f. az; n;S$? ds +f.. ur" Rin ds 
(5 - 124) 

通过 求解 方程 式 (5 - 123) ,情况 (1) 的 应 力 强度 因子 可 由 下 式 给 出 , 即 
KY = lim eo WVZrr o, = 2VarH | 


KỌ = lim eo VITT a,, = 2TH | 
r0 


同时 , 作用 在 截面 S" 上 的 合力 为 


4 M 
Rw = ji ao ds = f; (> >T RO, HIP 十 of )ds 
11 m=0 


(S— 126) 
然后 ,考虑 图 5 - 9 所 示 的 情况 (2)。 根 据 相 对 运动 原理 ,情况 
(2) 在 静 力 上 等 效 于 一 块 无 载 板 , 其 裂纹 尖端 固定 ,而 截面 S" 具有 
未 知 位 移 A: 。 为 了 研究 这 一 问题 ,首先 考虑 A, = 1 的 情况 ,如 
5-10 所 示 。 此 时 ,相应 的 边界 条 件 可 表示 如 下 : 
an; = 0 (在 S 上 ) l 
ojn; = 0, u 一 一 1 (在 S$S" 上 )} 

从 而 , 变 分 方程 式 (5 - 120) 具 有 如 下 形式 ， 


Í. ejn; šu; ds +[.. on; u? a-f. ur doinjds = f.. dor,njds 


(5-125) 


(5-127) 


(5 - 128) 
将 式 (5 -105) 代 入 式 (5 -128) ,可 得 以 下 关于 待定 系数 HP WR 
性 代数 方程 组 ， 
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图 5-10 静 力 等 效 板 


4 M 

(2) (2) 
> > as H; = B š 
4=1 m=0 


(r = 1,2,3,4, s= 0,1,2,--,M) 
(5 - 129) 


式 中 p= J: R? n;ds 6-130) 
同时 
KP = 2/2=Hí?, KP 一 2VZrH8 (5-131) 
4 M 
Re = |, pas = f. (D D REHE +o? )ds 


i=] m=0 
65-132) 
最 后 ,考虑 图 5 - 9 所 示 对 称 双 侧 边缘 裂纹 板 的 真实 情况 。 根 
HENE, A 
Re +R A =R 5-133) 
这 里 ,R 是 作用 在 边界 S 上 沿 z 轴 方 向 的 合力 。 由 式 (5- 133) 即 
可 求 得 A: 。 于 是 ,总 应 力 强 度 因 子 为 
K = KP 十 KPA ， Kı = KP +KP A: 
(5- 134) 


5. 3.2 数值 计算 的 实例 与 系统 结果 


以 上 所 述 计算 对 称 双 侧 边缘 裂纹 板 应 力 强度 因子 的 方法 可 用 
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于 正 交 各 向 异性 材料 ,也 可 用 于 各 向 同性 材料 。 对 于 各 向 同性 情 
况 ,引入 一 个 se 和 1, 使 
由 一役 =( 一 epi， g =i =G(1+e)ji (5-135) 
当 e~~0 时 ,同样 可 以 证 明 , 由 式 (5 - 105) 所 求 得 的 应 力 场 和 位 移 
场 以 及 应 力 强 度 因 子 均 趋 于 根据 各 向 同性 弹性 理论 求解 所 得 出 的 
结果 5520 。 
为 了 检验 本 方法 的 可 车 性 ,选用 如 图 5 - 11 所 示 受 均匀 轴 向 
拉 伸 对 称 双 侧 边缘 裂纹 各 向 同性 板 作为 计算 实例 1。 表 5 -6 
列 出 了 量 纲 为 1 的 应 力 强度 因子 KR 二 Ki/(oVra) 的 计算 结果 。 
由 本 方法 所 得 的 结果 与 参考 文献 “所 提供 的 结果 相当 一 致 。 
表 5-6 受 均匀 轴 向 拉 伸 对 称 
双 侧 边 维 裂 纹 各 向 同性 板 
量 纲 为 1 的 应 力 强度 因子 
计算 结果 比较 (H/W=1.0) 


参考 文献 [5 12) 
1.13 


1.16 


图 5-11 承受 单 向 拉 伸 的 
对 称 双 侧 边缘 裂纹 板 


1.23 
1.28 
1.33 


进一步 ,研究 图 5 - 12 所 示 由 各 向 同性 或 正 交 各 向 异性 材料 
制 成 的 受 钉 传 载 共 对称 双 侧 缺 口 边缘 裂纹 板 “! 址 。 所 选取 的 几何 
参数 如 下 : 
H/W = 1.0, 1.5, 2.0, R/W = 0.1, 0.2, 0.3 
b/W = 0.1, 0.2, 0.3, e/ H == 05 
图 5- 13 至 图 5- 15 给 出 在 以 上 几何 参数 下 各 向 同性 板 量 纲 为 1 
的 应 力 强度 因子 K, (K, =K V 砚 /P) 与 裂纹 尺寸 的 关系 曲线 (M 一 8)。 
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2.0 0.2 2.2] 
We Sp: 2o —+À—— y 


0.4 
12 1.4 a, 
109 0.1 0.2 0.3 126 0.05 0.10 0.15 020 
aW aW 
(a) H/W=1.0, b/W=0.2,0.3,0.4, (b) H/W=1.0, b/W=0.2,0.3,0.4, 
c/W=0.2, R/W=0.2 c/W=0.2, R/W=0.3 


图 5-13 图 5-12 所 示 各 向 同性 板 量 纲 为 1 的 应 力 强度 因 于 
K, (K, =K, VW/P) 与 量 纲 为 1 的 裂纹 长 度 a/W 的 关系 曲线 


1.6 1.6 
0.2 0.2 
0.3 .3 
nA o4 14 Mese 
1 a 
1.2 12 
1.0 .0 
0 0.10 0.20 030 12o 00 010 0.15 020 
alw aW 
(a) H/W=1.5, b/W=0.2,0.3,0.4, (b) H/W=1.5, b/W=0.2,0.3,0.4, 
c/W=0.2, R/W=0.2 cIW=0.2, R/W=0.3 


图 5-14 图 5-12 所 示 各 向 同性 板 量 纲 为 1 的 应 力 强度 因子 


Kı (K, =K; VW/P) 与 量 纲 为 1 的 裂纹 长 度 a/W 的 关系 曲线 
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裂纹 各 Pa 
1.4 
1.2 
< 
1.0 
s 0.05 0.10 015 0.20 
aW 
(a) H/W=2.0, b/W=0.2,0.3,0.4, (b) H!W=2.0, b/W=0.2,0.3,0.4, 
c/W=0.2, R/W=0.2 c/W=0.2, R/W=0.3 


图 5-15 图 5-12 所 示 各 向 同性 板 量 纲 为 1 的 应 力 强 度 因 子 
Ki (Ki =K; VW/P) 与 量 纲 为 1 的 裂纹 长 度 a /W 的 关系 曲线 


表 5-7 给 出 了 图 5-12 所 示 正 交 各 向 异性 板 应 力 强度 因子 
计算 结果 的 收敛 性 ,材料 常数 En =144. 8 GPa, Ez =11. 7 GPa, 
Ga 一 9.7 GPa,m: 一 0.12。 表 5-8 至 表 5- 10 给 出 在 不 同 几 何 参 
数 下 该 正 交 各 向 异性 材料 板 量 纲 为 1 的 应 力 强度 因子 K 1 随 裂 纹 
长 度 (a/W) 的 变化 关系 CM 二 8) 。 

表 5-7 图 5-12 所 示 正 交 各 向 异性 板 应 力 强度 因子 的 收敛 性 

(H/W=1.0,R/W=0, 1,a/W=0, 2,b/W=0, 2,c/W=0. 4) 


M 4 5 6 7 | 8 9 10 
Kı | 1.004 | 1.021 | 1.028 | 1.024 | 1.020 | 1.020 19 


表 5-8 图 $-12 所 示 正 交 各 向 异性 板 量 纲 为 1 的 应 力 强度 因子 Ki 的 计算 结果 
(R/W=0.1, b/W=0. 1, c/H=0.5) 


.25 | 1.41 
.20 | 1.33 


Ú 断裂 与 损伤 力学 


表 5-9 图 5-12 所 示 正 交 各 向 异性 板 量 
纲 为 1 的 应 力 强度 因子 及 的 计算 结果 
(R/W=0.2,b/W=0.2, c/H=0.5) 


表 5-10 图 5-12 所 示 正 交 各 向 异性 板 量 纲 
为 1 的 应 力 强度 因子 | 的 计算 结果 
(R/W =0.3,b/W=0.3,c/H=0.5) 


通过 对 广义 变 分 解法 的 分 析 与 采用 本 方法 所 进行 的 数值 计 
算 , 可 以 得 出 如 下 结论 : 

@ 由 于 所 有 基本 方程 与 在 钉 载 孔 处 的 位 移 单 值 条 件 与 合力 
平衡 条 件 预先 得 到 满足 , 故 在 变 分 方程 中 只 存在 沿 板 边 界 的 线 积 
分 ,而 没有 面积 分 。 

@ 数值 计算 实例 表明 ,由 本 方法 所 得 结果 收敛 正确 .迅速 , 故 
计算 节省 机 时 。 应 着 重 指出 ,本 方法 大 量 简化 了 计算 前 期 的 准备 
工作 ,易于 得 到 系统 计算 结果 。 

@ 对 于 具有 钉 传 载荷 的 受 力 情况 ,这 个 方法 的 优点 尤为 
明显 。 
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54 含 边缘 裂纹 有 限 大 板 的 解析 分 区 广义 
变 分 解法 


5.4.1 分 区 广义 变 分 方法 


5-16 表示 含 双 侧 非 对 称 边缘 裂纹 板 。 为 了 应 用 含 单 侧 
边缘 裂纹 板 的 应 力 与 位 移 场 表 达 式 求解 含 双 侧 非 对 称 边缘 裂纹 板 
问题 ,以 截面 S" 作 切 口 , 将 该 板 分 成 两 个 含 单 侧 边 缘 裂 纹 板 ,如 
图 5-16 所 示 。 


y 


图 5-16 非 对 称 双 侧 边缘 裂纹 板 及 其 分 解 
进一步 ,建立 总 体 坐 标 系 z,y, 并 以 (ww)ky Cy) Qn) 
分 别 表示 第 K 块 板 的 位 移 、 应 力 、 面 力 分 量 与 外 法 线 方向 余弦 。 
两 块 板 的 位 移 与 应 力 分 量 表达 式 , 即 式 (5 - 105), 已 经 满足 所 有 基 
本 方程 以 及 在 钉 载 孔 处 的 位 移 单 值 条 件 与 合力 平衡 条 件 , 但 还 应 
满足 边界 条 件 及 交界 处 的 连续 条 件 , 即 
(n, — Q). =0 (Œ Sæ 上 ) T 
(u, —w,)x = 0 (在 Sux E) 
(5 -136) 
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(z;n;)i + (z;n;), = 0, w) = (v); ŒS E) 
65-137) 
式 中 ,Sox 和 Su DAAR K 块 板 的 包含 裂纹 表面 在 内 的 静 力 边 
界 和 位 移 边界 。 以 上 边界 条 件 式 (5 - 136) 和 交界 连续 条 件 式 (5 - 
137) 可 通过 分 区 广义 变 分 原理 得 到 满足 。 根 据 拉 氏 乘 子 法 ,由 谤 
函 的 驻 值 条 件 得 出 3 


2 
sn=>{| [Cam — Q,)8v ]kdSx 一 
K=1 `Y Sok 
| [@—v)dr n, Ja dS,. + 
Suk 
N 
>| Lleyn; — Q;)ð v? JkdSk }+ 
nZ17 Sx 
[Com + Cryn) Jv dS" + 


|. Leo, — G.J) dS' =0 (5-138) 


应 当 指出 ,在 本 问题 中 由 于 所 有 基本 方程 预先 得 到 满足 ,在 变 分 方 
程 (5 -138) 中 仅 含 沿 板 边界 的 线 积分 ,而 没有 面积 分 。 

在 小 钉 孔 的 情况 下 , 沿 钉 孔 表面 ,可 以 认为 位 移 变 分 ov” 为 一 
常数 ,而 且 级 数 表达 式 (5 -104) 与 式 (5 - 105) 已 满足 由 式 (5 - 97) 
所 表示 的 合力 平衡 条 件 。 于 是 


f (om =Q) v? dSk = UJ Cyn, — QD4S, dv J = 0 
Sk Sx 


(5 ~ 139) 
从 而 , 变 分 方程 (5 - 138) 可 简化 为 如 下 形式 : 


2 
òn 3] [(zn; — Q)Ə JkdSk 一 
K=1 Sa 
2 
5f Co; —v.)8 r; n; JedSk + 
K—17 Suk 
f.. CCeynj)i + ranj) ] Ovi I dS' + 


Ë CO) — Gv) Jrj n;)dS* = 0 (5-140) 
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式 (5 -140) 与 式 (5 -136) 和 式 (5 - 137) 是 等 价 的 。 
在 没有 位 移 边界 的 情况 下 ,载荷 本 身 构 成 自 相 平衡 力 系 。 本 
问题 可 分 解 为 图 5 ~- 16 所 示 的 (c) 和 (B) 两 种 情况 。 
首先 研究 在 图 5 — 16 中 所 示 情 况 (a) , 它 表 示 裂 纹 尖 端 固定 的 
承载 板 。 此 时 ,总 体 坐 标 系 与 局 部 坐标 系 中 的 对 应 量具 有 如 下 
关系 : 
N= (zh =G) (Qh = (P, 
(v); =— (u,)z > (r): = (s;,)x, (Q): =— | 
6-14) 
将 式 (5 - 141) 代 入 式 (5 - 140) ,并 注意 到 总 体 坐 标 系 中 外 法 线 方 
向 余弦 与 局 部 坐标 系 中 外 法 线 方向 余弦 的 关系 4n,) = (mi) 与 
(ni)z 二 一 (mi),, 有 变 分 方程 如 下 : 


2 
>| (oj mjd ur )k dSk + 
K< 17 Sek 


jË [Com — (o; m;):] u )dS — 


[| Las y + Gu èto; maS" = 
2 2 

| (Pidu yk dS, — 2)| (aj m; 8 u? )xdSx 一 
T17 Sok K 17 Sok 


K 


ja: [oF mi), — Coj m;a] u? )idS' + 


Í. Cui” )i + Cu )2 J8(o; mi); dS: (5-142) 


将 式 (5 - 105) 代 人 式 (5 - 142), B| 8Ë p R f ( Hi? )x 的 代数 方程 
组 。 情 况 (a) 的 应 力 强度 因子 为 
KY = 2/2mCHi?)< >» Tk = 2 /2z (HY )k 
(5-143) 


在 切口 S` 上 ,情况 (a) 的 合力 沿 裂纹 方向 的 分 量 为 
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R? 一 Í . Co?m,) dS* G- 144) 
S 


然后 研究 图 5-16 所 示 情 况 (B), 它 表示 裂纹 右 端 与 左 端 分 别 
RAR z 轴 方 向 的 位 移 Ai 54 的 无 载 板 。 此 时 ,总 体 坐标 系 与 
局 部 坐标 系 中 的 对 应 量具 有 如 下 关系 : 

w) = (ui)1 + Ôa l1» (ty)1 = (0y)1» (Q), = 0 
(v); =— (u,); +Š, A; ; (z): 一 (oy)2， (Q): = 中 
(5-145) 
将 式 (5 - 145) 代 人 式 (5 - 140), 可 得 如 下 形式 的 变 分 方程 ; 


2 
Df Coj mdu? xdSsx 十 | Lco; mi) — 
K=17 Sœ z 

Coj m;):]@u; ) dS* 一 

[| coe + Cu sa; m, yas" = 


24| .atozm ds (5- 146) 


式 中 ,24==A1 一 A;。 将 式 (5 - 105) 代 入 式 (5 - 146) 并 令 A=1, 可 
建立 求解 (所 入)x 的 代数 方程 组 。 情 况 (B) 的 应 力 强度 因子 为 
KPk = 2VZfCHiD)k， Kf = 2/2z( HP )x 
(5-147) 
EWO S 上 ,情况 (8) 的 合力 沿 裂纹 方向 的 分 量 为 


RP =f. CiP mj) dS (5-148) 


最 后 研究 真实 情况 。 注 意 到 ,两 个 裂纹 尖端 沿 zx 轴 方 向 的 相 
对 位 移 为 2A, 设 板 1 边界 Sa 的 合力 沿 裂纹 方向 的 分 量 为 Ri F 
是 ,由 个 加 原理 和 平衡 方程 ,可 得 
R, = Ri? +RPA (5-149) 
由 上 式 即 可 确定 裂纹 尖端 沿 AA 1 0048594235 2A. AT, hA 
加 原理 可 得 真实 情况 的 应 力 强度 因子 如 下 : 
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Kik = Kfk +KfkA, Kix = Kik + Kik. 
(5-150) 


5.4.2 数值 计算 的 实例 与 系统 结果 


以 上 所 述 计 算 非 对 称 双 侧 边缘 裂纹 板 应 力 强 度 因 子 的 方法 可 
用 于 各 向 异性 材料 ,也 可 以 用 于 各 向 同性 材料 。 如 上 所 述 ,对 于 各 
向 同性 情况 ,引入 一 个 e<1, 并 使 

m=i = 0(1-—ei, g =i =(1+ei (5-151) 

4 e—0 时 ,同样 可 以 证 明 , 所 求 得 的 应 力 场 和 位 移 场 以 及 应 力 强 
度 因子 均 趋 于 根据 各 向 同性 弹性 理论 求解 所 得 出 的 结果 。 

为 了 检验 本 方法 的 可 靠 性 ,选用 如 图 5 - 17 所 示 的 受 均匀 轴 
向 拉 伸 的 含 对 称 双 侧 边缘 裂纹 各 向 同性 板 作为 计算 实例 :2 。 
表 5-11 列 出 了 量 纲 为 1 的 应 力 强度 因子 K = K , / (e /za ) 55 Bt 
纲 为 1 的 裂纹 尺寸 a=a/W 的 关系 。 由 本 方法 所 得 的 结果 与 参考 
文献 [5. 13] 所 提供 的 结果 相当 一 致 ,如 表 5 - 11 所 列 。 


o 


2W 
| 


图 5-17 对 称 双 侧 边缘 裂纹 板 


进一步 ,研究 图 5- 18 所 示 的 受 均 匀 轴 向 拉 伸 含 非 对 称 双 侧 


边缘 裂纹 各 向 同性 板 5 。 所 选取 的 几何 参数 如 下 : 
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H/W = 1.0, 1.2, 1.4 
a,/W = 0.1,0.2,0.3,0.4,0.5, 0.6 


表 5-11 受 均匀 轴 向 拉 伸 对 称 
双 便 边缘 裂纹 各 向 同性 板 
量 纲 为 1 的 应 力 强度 因子 
计算 结果 比较 (H/W=1.0) 


R. 


本 文 方法 | 参考 文献 [5. 13] 


| 
0,2 


a/W 


图 5-19 至 图 5- 21 给 出 在 以 上 几何 参数 下 各 向 同性 板 量 纲 
为 1 的 应 力 强度 因子 K, ==K1/(oVrai) 与 量 纲 为 1 的 裂纹 尺寸 
的 关系 曲线 。 


0 0 > 
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 
a/W aW 


图 5-19 3EwEEOR MD RSS K 一 ai/ 曲线 (H/W=1.0) 
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0 0 
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 
aw a/W 


图 $-20 非 对 称 双 侧 边缘 裂纹 板 K! ~a /W 曲线 (H/W=1.2) 


0 0 
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 
a/W aW 


图 $-21 非 对 称 双 侧 边 缘 裂 纹 板 玉 ; —a, /W 曲线 (H/W=1.4) 


下 面 ,研究 图 5 - 22 所 示 的 受 均匀 轴 向 拉 伸 含 非 对 称 双 侧 缺 
口 边缘 裂纹 各 向 同性 板 拉 5 。 所 选取 的 几何 参数 如 下 : 
H/W = 1.0,1.2,1.4, R/W = 0.1,0.2,0. 3 
a,/W = 0.1, 0.3, 0.5 
图 5-23 .图 5-24 与 图 5-25 给 出 在 以 上 几何 参数 下 各 向 同性 板 
量 纲 为 1 的 应 力 强度 因子 K, = K, /(cVxai ) 与 量 纲 为 1 的 裂纹 
长 度 的 关系 曲线 。 


为 了 检验 本 方法 的 收敛 性 ,选用 如 图 5 - 22 所 示 的 受 均匀 轴 
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图 5-22 非 对 称 双 侧 缺口 边缘 裂纹 板 


向 拉 伸 含 非 对 称 双 侧 缺口 边缘 裂纹 正 交 各 向 异性 板 作 为 计算 实 
例 [529 。 材 料 弹 性 常数 为 En = 144. 8 GPa, E, = 11. 7 GPa, 
Gr =9.7 GPa»: =0. 12, 且 裂纹 与 材料 弹性 主轴 重合 。 表 5 - 12 
列 出 了 量 纲 为 1 的 应 力 强度 因子 K = K /(cVxa) 的 收敛 情况 。 
表 5- 12 受 均匀 轴 向 拉 伸 的 含 非 对 称 双 侧 边 缘 异 纹 
正 交 各 向 异性 板 量 纲 为 1 的 应 力 强度 


因子 收敛 情况 (M 代表 级 数 的 项 数 ) 
(R/W=0.1, H/W=0.8, a,/W=0. 3 ) 


0.932 | 1.011 


0.997 | 1.085 
0.904 1.015 


| 0.888 | 1.034 


| 0. 880 | 0.998 
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0) 02 03 04 05 06 07 


01 02 03 04 0.5 0.6 0.1 02 03 04 0.5 
aW aW 


图 5-23 3ExX1F8EXU DS Tlib Rtt iR K, ~a /W 曲线 (H/W=1.0) 
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0 
01 02 03 04 05 06 0.7 


a/W 
3.0 
2.0 
< 
1.0 
0 ol 
01 02 03 04 05 0.6 01 02 03 04 0.5 
aw aw 


图 5-24 非 对 称 双 侧 缺口 边缘 裂纹 板 Ki —a, /W 曲线 (H/W=1.2) 
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0 
01 02 03 04 05 06 0.7 


0 
0.1 02 03 04 05 06 01 02 03 04 0.5 
a/W a/W 


图 5-25 非 对 称 双 侧 缺 口 边缘 裂纹 板 KK! ~a /W 曲线 (H/W=1.4) 
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最 后 ,研究 图 5 - 26 所 示 的 受 钉 传 载荷 含 非 对 称 双 侧 缺 口 边 
缘 裂 纹 各 向 同性 板 5) 。 所 选取 的 几何 参数 如 下 : 
H/W= 1.0, R/W = b/W =0.1,0.2,0.3, c/H=0.3 
a, /W = 0.1, 0.2,0.3,0.4, 0.5,0.6,0.7 
a,/W = 0.1, 0.2,0.3, 0.4,0.5 
BI 5 - 27 给 出 在 以 上 几何 参数 下 各 向 同性 板 量 纲 为 1 的 应 
力 强度 因子 K, = K, /W/P 与 量 岗 为 1 的 裂纹 长 度 a) /W 的 关 
系 曲线 。 


图 5-26 受 钉 传 载荷 含 非 对 称 双 侧 缺口 边缘 裂纹 板 


本 方法 在 给 出 精确 满足 平面 问题 基本 方程 .裂纹 表面 边界 条 
件 以 及 钉 载 孔 处 的 位 移 单 值 条 件 与 合力 平衡 条 件 的 应 力 和 位 移 级 
数 表达 式 的 基础 上 ,应 用 分 区 广义 变 分 原理 满足 板 的 边界 条 件 和 
交界 连续 条 件 , 从 而 确定 级 数 表达 式 中 的 待定 系数 以 及 求 出 应 力 
强度 因子 。 

本 方法 及 其 相应 计算 程序 可 用 于 任意 几何 形状 与 任意 加 载 方 
式 的 情况 ,可 用 于 各 向 异性 材料 与 各 向 同性 材料 。 使 用 本 方法 ,所 
得 计算 结果 收敛 正确 .迅速 ,计算 节省 机 时 。 由 于 简化 了 数据 准备 
工作 ,易于 得 到 系统 计算 结果 。 
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% 02 03 04 0.5 0.6 07 
aW 


(a) R/W=b/W=0.1 


QA 02 03 0.4 0.5 0.6 OI 02 03 0.4 0.5 
aW aW 
(b) RI/W=b/W=0.2 (e) RIW=b/W=0.3 


图 5-27 ZERERA HERS K, ~a /W 曲线 
H/W=1.0,a,/W=0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,c/H=0.3 
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第 6 章 ， 二 维 应 力 强 度 因子 的 解析 变 


分 解法 一 一 含 内 部 裂纹 备 向 异性 板 


本 章 以 弹性 力学 二 维 问题 复 变 函 数 解法 为 基础 ,直接 研究 含 
内 部 裂纹 各 向 异性 板 应 力 强度 因子 的 解析 变 分 解法 。 本 章 系 从 各 
向 异性 材料 出 发 ,并 将 各 向 同性 材料 视 作 各 向 异性 材料 的 特殊 情 
况 。 研究 表明 ,在 求解 该 裂纹 问题 中 此 分 析 方 法 具有 可 行 性 。 


6.1 单 块 平板 孔 边 裂纹 情况 


6.1.1 单 块 平 板 孔 边 和 裂纹 问题 的 支配 方程 


图 6 -1 表示 含 内 部 裂纹 的 一 个 二 维 固体 。 


图 6-1 含 内 部 裂纹 的 二 维 固体 
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第 6 章 ERATO 
内 部 裂纹 各 向 异性 板 


在 第 5 章 5.1 节 中 ,已 经 得 到 各 向 异性 材料 平面 问题 的 应 力 
和 位 移 分 量 的 复 变 函数 表达 式 
s, = ÅP 2) HP (z. ) HAP) + 6 W (z,) | 


ow = Pa) + $ C) HP) + (zz) 
一 ao = mg (zi) + e f (z; ) + mp (zi) + pp (ze) 
s az 
u, = QP) Hg) +g zi) + q; Pz) 
以 上 两 式 已 经 满足 各 向 异性 材料 平面 问题 所 有 基本 方程 。 
首先 ,建立 裂纹 表面 的 边界 条 件 , 并 由 此 确定 复 变 函数 g (= ) 
与 W (zs) 的 构造 形式 。 根据 图 6 - 1 所 示 的 含 内 部 裂纹 的 二 维 固 
体 , 裂 纹 上 、 下 表面 的 边界 条 件 为 
ad) = e? = 0, o) = e?) = 0 (6-2) 
式 中 ,上 标 ( 十 ) 与 (一 ) 分 别 表示 裂纹 上 、 下 表面 。 
为 了 便于 研究 ,可 将 上 述 两 个 复 变 函数 分 成 如 下 两 部 分 ， 
pz) = pi C) + @; (z), Pz) = Pi C) + #; (z, ) 
(6-3) 
应 力 场 可 分 别 满足 在 裂纹 延长 线 上 切 应 力 o, =0 和 正 应 
kaa 的 条 件 , 即 
mg (r) +n (r) = 0 (6-4) 
@ (r) +@ (z) = 0 (6-5) 
式 中 ,+ 为 zi 5 z fE z Sh E 6948. 
采用 与 第 5 章 5. 2. 1 节 类 似 的 方法 ,可 得 


Ar AM 
gle) ka; [ciae 2 Famzt ti 3 Gomer ]+ 


m=-M 


Mt 
TSA = =k maya š Fomz? +i > Gomz? ] 


m=- "=M 
(6-6) 
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Mt 
P) =A [e — aty Š Foszz +i > Gonz? 十 


m=—M” - 


4 — aty š Fonz? +i $ Gomz? ] 


m=-M m=-M 


(6-7) 

以 上 多 (z1) 与 (zs) 不 仅 满足 所 有 基本 方程 ,而 且 满足 裂纹 表面 
边界 条 件 。 

然后 ,通过 积分 并 利用 位 移 单 值 条 件 来 确定 p) Ke) E 


Qm(Z) = j =a z”dz (6-8) 
Bao = [dz 6-9) 
o a 2 可 知 
Mt 
“ [> Farnam (zi) + > iGonp。(z ) ]+ 


plz) = 
M 
M 
zl š Forman (z1) 十 之 iGo (21) ] 
H m=-M M 
(6-10) 
mt 
ad) = tp Forman (z2) + 之 iGo,8B, (z2) ]+ 
m=- Ee 
mt 
Lf > Fnam(zz) + 2 iGo,B.,, C22) ] 
£ m=—M_ m=-M 
(6-10 
首先 确定 8,(z)。 显 然 
AG) = ti m 天 一 】 (6-12) 
Bi(z)= In < (6-13) 


后 确定 在 m2>0 时 的 a, (zx)。 由 分 部 积分 公式 ,可 得 如 下 递 
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推 公式 : 


a, (z) = Tomi (zz 一 Ga2)14 +m lia. 2(z) (6-14) 
m m 
同时 ,大 家 知道 
q. (z) Ja a )™? dz = ln(z+Vz —a°) (6-15) 


a(z) fe a?) 12; dz z —a (6-16) 
从 而 ,由 式 (6 - 14) 容 易 得 到 以 下 二 式 。 
35 m 为 偶数 时 


aa (z) = Z —“ P,,(z) + Naata (z) (6-17) 


2k 

2 m HAAR 

= ar 
2 十 I 

在 以 上 二 式 中 , Px(z) 与 Pan (zx) 是 多 项 式 , 而 


N = CR 一 1)(24 一 3)…3X1 
s 2k(2k — 2) -4 X 2 


由 式 (6 -15) 与 式 (6 ~ 17) ,可 以 看 出 co(z) 与 a, (z) 8: z 的 多 
值 函数 。 为 了 保证 含 内 部 裂纹 板 这 一 复 连通 域 位 移 的 单 值 性 , 建 
立 如 下 的 位 移 单 值 条 件 : 

ule=0, wl.=0 (6 - 20) 
式 中 ,c 为 包含 裂纹 在 内 的 域内 任意 封闭 曲线 。 由 式 (6 - 1)、 
式 (6 -10)、 式 (6 一 11)\ 式 (6 - 17) 与 式 (6 - 20) ,可知 
rt 
Fat © FooaaxNa = 0 


Por (z) (6 - 18) 


a (z) = 


(6-19) 


Mt (6 - 21) 
[E] 
Fow + 2 Fwua Na = 0 
k=l 


下 面 确 定 在 m<0 时 的 a, (z)。 由 分 部 积分 公式 ,可 得 如 下 递 
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推 公式 : 


ee! ~2 ml (2 2 m+2 -2 
a, (z) = 元 ic (2 — aè) trI? amy (z) 


(6 -22) 
同时 知道 
1 1 a _ 
a(z) = | srymd: = g arccos — (6 - 23) 
1 Fx, ETR x 
a(z) | Bde Er (6-24) 
4 m 为 偶数 时 
__ za u 
aale) =— — Upa Qu (2) (6 - 25) 
当 m 为 奇数 时 
2 
aai (z) = EQ (2) — Nua aj, (z) 


2ka’ 
i (6 - 26) 
在 以 上 二 式 中 ,Q_x(z) 与 Q_w-1(z) 是 多 项 式 。 
由 式 (6 -23) 与 式 (6 -26) 可 知 ,a_1(z) 与 a-w-1(z) 应 为 z 的 
多 值 函 数 。 根 据 位 移 单 值 条 件 , 可 得 


+ 

Foa 十 2 Faz a “Na = 0 
k=1 
[ 气 ] 

Faoi + 2; Foia “Na = 0 
k=1 


另外 ,由 式 (6 - 13) 可 知 ,B-,(z) 也 是 z 的 多 值 函数 。 从 而 ,为 了 保 
证 位 移 单 值 条 件 的 成 立 , 应 令 


(6 -27) 


Co- = 0, Gomi = 0 (6 - 28) 
容易 证 明 ,Gu) 代 表 全 板 刚 体 转 动 ,可 令 
Goo = 0 (6-29) 
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在 式 (6 -17)、 式 (6- 18)、 式 (6 -25) 与 式 (6 - 26) 中 ,Pz (z), 
Pasi (z) ,Q (z) 55 Q-_z-1(z) 的 表达 式 分 别 为 
Pa = an plaa + 
(2k — 1) (2k — 3)---3 2-2 > 


人 
(2k— 2)(2k— 4).2 
(6 -30) 


Pami (2) = z* ta 十 … 十 


ROR? a 
CR DOE 33X] 
Qula) 一 十 三 种 二 Se 十 …… 十 


(— 2k +2)(— 2k + 4)---(— 2) a 2821 (6 - 31) 
(一 2 十 3)( 一 2 十 5) De 


一 2 十 1 mna L. 
— 2k 十 24 本 


(一 24 十 1)( 一 次 十 3)… = 
C 2k+T2)C k 4): (— 2) 
将 式 (6 - 6) 与 式 (6 - 7) 代 入 式 (5 - 25), 将 式 (6 - 10) 5 
式 (6 -11) 代 入 式 (6 - 1) ,并 考虑 到 式 (6 - 21) 与 式 (6 - 27), 可 以 
得 到 应 力 与 位 移 分 量 的 复 变 函 数 表达 式 。 以 上 的 表达 式 满足 了 所 
有 的 基本 方程 .裂纹 表面 的 静 力 边界 条 件 以 及 位 移 单 值 条 件 , 只 有 
物体 表面 的 边界 条 件 有 待 进一步 满足 。 
最 后 给 出 应 力 与 位 移 的 实 变 函 数 表 达 式 。 为 了 简单 起 见 
里 只 考虑 正 交 各 向 异性 材料 , 即 
4 = iñ, £ = iB, 
采用 图 6-1 所 示 极 坐标 ,并 选取 裂纹 与 材料 弹性 主轴 重合 的 情 
况 , 有 


Q_ u (z) == % + 


ahta? (6-32) 


2, j 
z = re“, z = re", zz = r+ e 
1⁄2 


Cå — a) = pme, (z; — a)” = per 


在 以 上 二 式 中 ,有 
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r=/= +, 8 = arctan Ž 
r=Vr + B1y2, ), = arctan 8, > 


0, = [Vata Fey Vaar Fey S’ 
zA EE RE 
à; 一 7 (arctan B =Z + arctan 6 —) 


将 以 上 坐标 变换 引入 应 力 与 位 移 分 量 复 变 函数 表达 式 , 并 令 


Hom = Form» Hon = ame (6 -33) 
Hom = Gorm» Hon = Gorm 
则 可 得 到 如 下 形式 的 应 力 与 位 移 分 量 表达 式 ， 
4 Mt 
g; = > >) Sna y)H oom (6 - 34) 
bel nm 一 一 MT 
Mt 
u = >; D) gldnlz,y) He. (6-35) 
ial wa 


通过 式 (6 - 34) ,可 得 裂纹 左右 两 端 应 力 强度 因子 的 表达 式 如 下 : 
Mt 
Kir = limV2xr Oy = z >D Hosa” 


Mt 
Ki. = im Vr o, = |Z È (一 D Hona” | 


m=-M 
6-36) 
r: Mt 
Kua = ljm Vrr o, = 2 /三 > Haa" 
Zo 


m=-M 


Mt 
Ku. = limV2rro,, = 2, |5 D CDH Hna” 


m=-M 
(6 - 37) 
这 里 ,下 标 R 与 L 分 别 表示 裂纹 的 右 端 与 左 端 ,~ Osr 5 0a 
表示 以 裂纹 右 端 与 左 端 为 原点 的 极 坐标 。 
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6.1.2 单 块 平板 孔 边 裂纹 情况 的 解析 变 分 解法 


应 力 表 达 式 (6 - 34) 与 位 移 表 达 式 (6 - 35) 的 系数 Hon 取决 
于 裂纹 以 外 的 边界 条 件 。 与 第 5 章 相 同 ,如 果 裂 纹 以 外 的 边界 纯 
属 静 力 边界 , 则 可 采用 势能 原理 代替 此 边界 条 件 来 确定 以 上 待定 
系数 。 相 应 的 变 分 方程 为 


m (Gm — TBuds = 0 (6 - 38) 


将 式 (6 - 34) 与 式 (6- 35) 代 入 式 (6 -38), 即 可 得 到 关于 待定 
系数 的 线性 代数 方程 组 。 解 此 方程 组 , 即 可 由 式 (6 - 36) 与 式 (6 - 
37) 得 到 应 力 强度 因子 。 

下 面 讨 论 四 种 简单 情况 : 

(1) 结构 与 载荷 均 关 于 z 轴 为 对 称 

这 时 ,容易 证 明 

Hom =0, Ha, = 0 (6-39) 


Mt 
Kr=0, Kir=2 /三 D Homa” 


a 


Ki = 0, Kı = 2 |= > (— DH oma” 
a aW 


(6 - 40) 
(2) 结构 与 载荷 均 关 于 xz 轴 与 y 轴 为 对 称 
这 时 ,容易 证 明 
Hon = 0, Horm = 0 
Harm = 0, Hure = o 


Kua = 0, Ku = 0 
上 


Ki = Kir = Ku = 2 /Z š Hana i aP" 


a -Dr 


(6 -41) 
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(3) 结构 关于 z 轴 对 称 ,而 载荷 关于 + 轴 反 对 称 
这 时 ,容易 证 明 
Ho, = 0, Hom = 0 (6-43) 


Mt 
Kir = 0, Ku = 2J% > Horna” 
m 


P r 
KiıL=0, Ku=2 |Z D OD” Hona" 


mm 一 一 AM 
(6 -44) 
(4) 结构 关于 z 轴 与 y 轴 对 称 ,而 载荷 关于 z 轴 与 》 轴 反 
对 称 
这 时 ,容易 证 明 
OS an a Hunase 0 | (6 ~ 45) 


Horn = 0, Hormi = 0 
Kir = 0, Ki = 0 
m M+ (6 -46) 
Kı = Kir = Ki. =< y: He iat”! 
M 


然后 ,研究 以 上 理论 在 各 向 同性 材料 中 的 推广 问题 。 为 此 ,将 
式 (6 - 10) 与 式 (6 -11) 改 写 如 下 : 


Pa) = CH G) Hm) (6-47 


$22) = -一 名 He) 十 -一 1 
H2 — Mı (e = z. 


H: (z) (6-48) 
这 里 
Mt Mt 
H,(z;) = J) Fosa,(z;) + D iGonba(z) (6-49) 


m=-M m=- 


M 
将 式 (6 -47) 与 式 (6 - 48) 代 入 式 (5 - 25) 与 式 (6 - 1) ,可 知 
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au 一 2Re E Hi) Hie) ]+ 
1 


z 一 


[LAH Ga) — Ë H; Ce) ]) 6- 
H — M 
aw 一 2Re 1 Le: H! (zi) — A H! (z,) J + 
7” M — M 
HTH, (e) — HC)]) (6 
Fa == Ph 


a, =2Re ET [Hí C1) — H4 (z) ] + 
1 


2 一 


P Ca Hi (a) — m H, Ga)1] (6 - 
u, 一 2Re| 一 [r p: H,(z) — b: Hı (z2)] + 
t — M 
gg [a H) — Hz] (6- 
u, 一 2Re — lean Ha) — ag Hi (za)] + 
1 
mogle He) —q Ha GaO1] (6- 
对 于 各 向 同性 材料 ,可 以 认为 
Am = i(1—e), £ =i +e) “6 = 


式 中 ,e 是 一 个 无 限 小 量 。 在 这 种 情况 下 , 式 (6 - 50) 至 式 (6 - 


50) 


-51) 


52) 


53) 


54) 


55) 
54) 


均 为 不 定式 。 根 据 极限 运算 法 则 , 当 e—0 时 ,可 得 应 力 分 量 与 位 


6- 


移 分 量 的 复 变 函数 表达 式 如 下 : 
ou 十 ov = 4Re[H1(Cz) 一 iH2(z)] (6— 
ao 一 au + 2io,, =— 4iyH' (z) + 4iH;, (z) — 4yH' (z) 
u, iu, =#G-— [H.G —iH,G)]+ 
ato B.G) +A] 


2 


EO +O iHi yH] (6- 


56) 


57) 


58) 
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式 中 


z== z+ iy (6-59) 
且 利 用 以 下 等 式 
b; = ang Har 一 一 $a +») 
' (6 -60) 
q; = anp A =- 50+» 
以 上 分 析 表 明 , 当 e—0 时 ,应 力 和 位 移 分 量 极 限 值 的 存在 性 。 
令 
gz) = Hı (2) —iH,(z2), Q(z) = H,(z) + iH, (z) 
(6-61) 
则 由 式 (6 - 56) 至 式 (6 - 60) ,可 知 


Ox +0, 一 2[9(z) 十 9(z)] (6 -62) 
Oy 一 oa 十 2io =— [p (z) + (z — zg (z) — Q(z)] 
6-63) 


2p uz +iu,) = kolz) — (z — z) p (z) — N) (6-64) 
由 此 可 见 , 当 e->0 时 ,由 列 赫 尼斯 基 理论 所 得 应 力 和 位 移 分 量 表 
达 式 与 穆 斯 海 里 什 维 利 理论 所 得 应 力 和 位 移 分 量 表达 式 相同 。 


6.1.3 单 块 平板 孔 边 裂纹 情况 的 数值 计算 实例 
和 系统 计算 结果 


本 节 将 通过 数值 计算 来 证 明 上 述 求解 单 块 平板 孔 边 裂纹 问题 
的 解析 变 分 解法 的 收敛 性 ,并 给 出 一 些 系统 的 计算 曲线 。 

对 于 各 向 同性 材料 , 取 a, =0.999i,u, = 1.001; 对 于 正 交 各 
向 异性 材料 , 取 E, =144. 8 GPa, E, =11. 7 GPa,G= 9. 65 GPa, 
v=0.21, 

图 6 - 2 表示 受 均匀 拉 伸 的 含 内 部 裂纹 的 矩形 板 。 在 各 向 同 
性 材料 和 正 交 各 向 异性 材料 的 情况 下 ,收敛 性 检验 的 计算 结果 列 
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于 表 6-1 和 表 6-2 之 中 。 在 
表 6-1 中 ,Ki = Ki/(oVra)。 
为 了 便于 对 照 , 给 出 了 由 参考 文 
献 [6. 1] 所 提供 的 含 中 心 内 部 裂纹 
各 向 同性 板 的 相应 计算 结果 K = 
1.216。 从 表 6 -1 可 以 看 出 , 当 
M 一 2 时 ,误差 仅 为 1%。 在 
表 6-2 中 ,Kir = Kir/(o Vra) k 
Ki 二 Kn/(o Vra)。 同 样 ,在 参考 
文献 [6. 1] 中 给 出 的 各 向 同性 材料 
的 相应 计算 结果 为 Kir 一 1. 24 及 


Ku=1.15, 


表 6-1 


材 料 
各 向 同性 


第 6 章 FAND 强度 因子 的 解析 变 分 解法 一 一 


内 部 裂纹 各 向 异性 板 


图 6-2 受 均匀 拉 伸 含 内 
部 裂纹 的 矩形 板 


€ 1 8 rh rb 9 86 Si @% 3 32 R K , 的 收敛 情况 


(c/b=1,a/b=0.4,e/b=0) 


正 交 各 向 异性 


表 6-2 


材 料 


{c/b=1 


1.217 


1.212|1.215|1.215 1. 215|1, 215 
1. 101|11. 10111. 101|1. 103|1. 10111. 103 


含 工 型 偏心 内 部 和 裂纹 矩形 板 天 I 的 收 狂 情况 
,a/b=0.24,e/b=0.6) 


各 向 同性 


本 
Kır |1. 145|1. 164|1. 187|1. 201|1. 203|1. 


Kit |1. 112 
二 


+ 
1.113 


1.121|1. 124|1. 12211. 


正 交 各 向 异性 


Kır |1.084 


1.124 
L 


1.155|1.165|1.172]1. 


Kir [1.084 


1.090 


1.103 1.108|1.113]|1. 


Q 断裂 与 损伤 力学 


图 6- 3 表示 受 均匀 拉 伸 
的 含 圆 形 孔 边 裂 纹 的 矩形 板 。 
在 各 向 同性 材料 和 正 交 各 向 
异性 材料 的 情况 下 ,收敛 性 检 
验 的 计算 结果 分 别 列 于 
表 6-3 至 表 6 -6 之 中 。 表 
中 所 列 数值 为 开 = 
Ki/Ga Vra)。 为 了 便于 对 
照 ,给 出 了 由 参考 文献 [6. 2] 


所 提供 的 含 I 型 中 心 圆 形 孔 边 

裂纹 各 向 同性 板 的 相应 计算 

图 6-3 Washaman 结果 Ki 一 1.216。 从 表 6- 3 
4 R k 093632 18 可 以 看 出 , 当 Mt = 3 和 


M =2 时 ,误差 小 于 1%。 
表 6-3 $£ I 型 中 心 贺 形 孔 边 裂纹 各 向 同性 板 K, 的 收敛 情况 
(c/b=2,r/b=0.25,a/b=0.4,e/b=0) 


5 6 


1.156 | 1. ED 1.174 
1.189 | 1. 1. 205 1.205 | 1. 207 1.207 
m 1.199 | 1. 200 | 1. 201 | 1. 201 


1.181 


1.199 | 1. 199 | 1. 200 | 1. 200 


1.199 | 1. 200 | 1. 200 | 1. 200 


表 6-4 &IB#8haüE T ih S UE 5 tti K, HER 


(c/b=2,r/b=0.25,a/b=0.4,e/b=0) 


6 


1.110 | 1.114 Tins 1.120 | 1. 121 
1. 155 | 1. 160 | 1. 162 |1- 168 1. 169 


1.169 | 1. 169 
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EE 


续 表 6-4 


1.170| 1.172 


1.183 | 1.185 


表 6-5 含 I 型 偏心 园 形 孔 边 裂纹 正 交 各 向 异性 板 尺 1 的 收敛 情况 
(c/b=1,r/b=0.25,a/b=0.4,e/b=0.1) 


表 6-6 含 I 型 偏心 图形 孔 边 独 纹 正 交 各 向 异性 板 开 In 的 收 钱 情况 
(c/b=1,r/b=0.25,a/b=0.4,e/b=0.1) 


1.206 | 1.207 


由 以 上 结果 可 以 看 出 , [型 圆 形 孔 边 裂纹 问题 的 收敛 性 是 很 
好 的 。 
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图 6 - 4 表示 受 均 匀 剪 切 的 含 内 部 裂纹 的 矩形 板 , 而 图 6- 5 
则 表示 受 均匀 剪 切 的 含 圆 形 孔 边 裂 纹 的 矩形 板 ,其 几何 尺 二 与 材 
料 性 质 均 与 受 均匀 拉 伸 情况 相同 。 在 各 向 同性 和 正 交 各 向 异性 材 
料 情况 下 ,收敛 性 验证 的 计算 结果 分 别 列 于 表 6 -7 至 表 6 - 10 之 
中 。 表 中 所 列 数值 为 Kı =Ku/(rVra), Ka = Ki. / (z /wa) bL 
K Ki= Kua /(z/ma), 


图 6-4 335810 B 图 6-5 受 均 匀 剪 切 含 回 形 孔 边 
裂纹 的 矩形 板 裂纹 的 矩形 板 


表 6-7 &IIE:hR@a BS 3EM AR Ki 计算 结果 的 收敛 情况 
{c/b=1,a/b=0.4,e/b=0) 


各 向 同性 
正 交 各 向 异性 


1.102 | 1. 107 | 1. 124 | 1.128 | 1. 133 1.134 | 1.135 | 1. 135 


1.056 | 1.070 | 1.078 | 1.082 | 1.083 | 1. 083 | 1. 083 | 1. 083 
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表 6-8 含 左 型 偏心 内 部 裂纹 答 形 板 计 算 结 果 的 收敛 情况 
(e/b=1,a/b=0.24,e/b=0.6) 


1.205 1.255/1. 277 1. 3051.317 
1. 169| 1. 235|1. 228 1. 245|1. 246 1. 300 |1. 260| 1. 290 


Ku. 


| 1.193|1.224|1.223 
正 交 各 向 异性 一 


* 1.183|1. 218 


#m 6-9 %& Ir. ELE IR K, 的 收效 情况 
(c/b=2,r/b=0.2S,a/b=0.4,e/b=0) 


表 6-10 含 研 型 中 心 贺 形 孔 边 裂 纹 正 交 各 向 异性 板 Ki 的 收敛 情况 
(c/b=2,r/b=0.25 ,a/b=0. 4 ,e/b=0) 
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由 以 上 结果 可 以 看 到 , I 型 裂纹 问题 的 收敛 性 也 是 很 好 的 。 
对 于 各 向 同性 材料 , 取 M+ 一 M- =3, 误 差 不 超 过 3A. 

最 后 ,图 6 — 6 表示 受 均匀 拉 伸 的 含 菱形 孔 边 裂纹 的 矩形 板 。 
在 各 向 同性 材料 情况 下 ,收敛 性 验证 的 计算 结果 列 于 表 6 - 11 
之 中 。 


图 6-6 受 均 匀 拉 伸 含 球形 孔 边 裂纹 的 算 形 板 


表 6-11 含 T 型 中 心 萎 形 孔 边 裂纹 各 向 同性 板 K , 的 收敛 情况 
(c/b=2,d/b=0. 15 ,a/b=0.3,e/b=0) 


1.054 | 1. 059 | 1.059 


1.071 | 1.075 | 1.075 


1.072 | 1.076 | 1.077 | 1.079 | 1.079 | 1.080 


1.071 | 1.076 | 1.077 | 1.079 | 1.079 | 1.080 
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为 了 工程 应 用 的 需要 ,采用 此 解析 变 分 方法 求解 受 均 匀 拉 伸 
或 均匀 前 切 的 各 向 同性 矩形 板 的 圆 形 孔 边 裂 纹 问题 ,并 提供 了 系 
统 的 计算 结果 。 图 6-7 至 图 6 一 11 给 出 了 在 各 种 高 宽 比 条 件 下 ， 


对 称 各 向 同性 含 孔 边 裂纹 板 的 Ki 曲线 族 ;图 6 — 12 至 图 6 - 16 给 
出 了 在 各 种 高 宽 比 条 件 下 ,反对 称 各 向 同性 含 孔 边 裂 纹 板 的 Ks 


曲线 族 
8 $=0.4 
7 
0.3 
6 
0.2 
5 
K 0.1 
3 
2 c 
五 =0.5 
1 
0 02 04 06 0.8 


alb 


图 6-7 受 均匀 拉 伸 含 圆 形 孔 
边 裂 纹 各 向 同性 矩形 板 K, 一 
a/b 的 关系 曲线 (c/b=0. 5) 


8 


; 570.6 

6 

5 0.4 
M4 

3 0.2 

2 

í #$=0.75 

0 02 04 06 08 


alb 


图 6-8 受 均匀 拉 伸 含 圆 形 孔 边 
裂 纹 各 向 同性 矩形 板 天 , 一 /的 
关系 曲线 (c/b 二 0.75) 
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5 


五 -0.6 
4 
3 
04 
x 
2 02 
c 
1 £= 
0 02 04 06 08 


alb 


图 6-9 33538 (3 TL R AAE 
EAR K, ~a/b HK R $ñ R (c/b=1.0) 


r 
2.5 506 
2.0 ” 
.2 
1.5 
[3 
1.0 
0.5 £=1.5 


O 


02 04 0.6 0.8 
alb 


图 6-10 受 均匀 拉 伸 含 较 形 孔 边 裂 纹 各 向 同性 
EEK ~a/b 的 关系 曲线 (c/b=1.5) 
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2.5 
2.0 
1.5 
x 
Ë 
0.5 
9 02 04 06 08 
09 02 04 06 08 alb 
alb 


图 6-11 ssanpanwan F62 misnosmsn 
NRA AREERR K ~ab SRNA F P| EEEE K ~ 


b| =0. 
系 曲线 (c/b=2.0) a/b 的 关系 曲线 (c/b=0.5) 
2 2 
$0.75 
e 50.6 
MI 1 
0.4 
0.2 
0 02 04 06 08 0 
alb 


图 6-13 3395340 EST M6-14 受 均匀 剪 切 含 图形 孔 边 
虱 纹 各 向 同性 矩形 板 六 5 ~a/b 的 。 裂纹 各 向 同性 乱 形 板 K, ~a/b 的 
关系 曲线 {(c/b=0.75) 关系 曲线 (c/b 二 1.0) 
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$=2.0 


0 02 04 0.6 0.8 0 02 04 06 0.8 
alb alb 
图 6-15 3Z3⁄ 51% EL T, 图 6-16 34955 MKAA 
边 和 裂纹 各 向 同性 矩形 板 K, —a/b ARE AREER K — a/b 的 
的 关系 曲线 (c/b=1.5) 关系 曲线 (c/b 二 2. 0) 


通过 对 于 上 述 解析 变 分 解法 的 理论 分 析 与 采用 该 方法 所 进行 
的 数值 计算 ,可 以 得 出 如 下 结论 : 

O 由 于 所 有 基本 方程 预先 得 到 满足 , 故 在 变 分 方程 中 只 存在 
着 沿 板 边界 的 线 积分 ,而 没有 面积 分 。 

© 沿 裂纹 表面 的 边界 条 件 被 精确 地 满足 。 

O 利用 基于 分 部 积分 的 递 推 公式 ,获得 有 关 含 孔 边 裂纹 板 的 
精确 位 移 表 达 式 。 

@ 预先 还 满足 绕 孔 边 裂纹 的 位 移 单 值 条 件 , 以 保证 含 内 部 裂 
纹 板 中 复 连 通 域 位 移 的 单 值 性 。 

© 利用 罗 彼 塔 法 则 可 以 证 明 , 各 向 异性 板 的 应 力 和 位 移 表 达 
式 可 以 用 于 各 向 同性 板 的 情况 。 

© 数值 计算 实例 表明 ,由 本 方法 所 得 结果 收敛 正确 .迅速 , 故 
计算 节省 机 时 。 应 着 重 指出 ,本 方法 大 量 简化 了 上 机 前 的 准备 工 
作 , 易 于 得 到 系统 计算 结果 。 因 而 ,该 方法 便于 在 工程 上 应 用 。 
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6.2 ”加 劲 平板 孔 边 裂纹 情况 


对 于 含 孔 边 裂纹 板 , 工 程 上 经 常 采用 锦 接 加 劲 环 ,以 降低 被 加 
劲 板 的 应 力 强 度 因 子 , 如 图 6- 17 所 示 。 

采用 一 般 计 算 力学 方法 分 析 这 一 问题 时 ,计算 工作 量 将 会 是 
很 大 的 。 如 果 将 锦 钉 孔 直径 取 为 零 , 则 该 点 位 移 具 有 对 数 奇异 性 ， 
故 计算 结果 不 收敛 。 如 果 将 锦 钉 孔 直 径 不 取 为 零 , 网 格 划 分 必然 
相当 复杂 ,结构 自由 度 也 大 为 增加 。 为 此 ,采用 解析 变 分 方法 解决 
这 一 问题 。 


图 6-17 含 孔 边 裂纹 锦 接 加 劲 板 


6.2.1 被 加 劲 板 的 一 般 表 达 式 


被 加 劲 板 的 受 力 形式 如 图 6 - 18 AR. REALNI. 
/个 钉 孔 上 锦 钉 力 可 表示 为 Ru 十 遂 :。c: 是 只 含 钉 孔 A, 的 任意 


周 界 。 
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图 6-18 被 加 劲 板 的 受 力 形式 
由 于 钉 孔 合力 不 为 零 , 根 据 各 向 异性 弹性 力学 平面 问题 的 一 
般 理论 ,可 知 
L 
glz) = > Diln(z — zu) + $° (z1) (6 -65) 


L 
We) = J E,ln(z; — zu) + $° (ze) (6-66) 
i=l 


RP, 5 zx 为 钉 孔 A, 内 任意 点 的 复 坐 标 ;g% DA 人 (zs) 为 
关于 c(!=1,…, 工 ) 的 单 值 函数 ,由 式 (6 - 47) 与 式 (6 - 48) 决 定 ; 
D, 和 下 , 为 待定 的 复 常数 ,它们 取决 于 绕 c, 的 合力 条 件 和 位 移 单 
值 条 件 。 
采用 5. 2. 2 节 的 推导 方法 ,可 将 以 上 两 个 条 件 写 成 如 下 形式 : 
(1+im)D, 一 (1 十 记 ) 万 ,十 


(1 +in)E,— 0 +igDEË, 一 一 下 (6 -67) 


(Pit+iq)D,— (P) + iq.)D, + 
(pb: + iq.) E, — (p+ + ig. )Ë, = 0 (6 - 68) 


> 
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P=P+ip, gqg=9+iqg (=1,2) 
(6 - 69) 
D, = D? +iD, FE=E+iE (= 1," L) 
(6 - 70) 
对 于 正 交 各 向 异性 材料 ,有 
4 = iĝ» p=g=0 G=1,2 (6-71) 
于 是 ,由 式 (6 -67) 与 式 (6 - 68) ,可 知 


DR = WR D! = Pe Rs 
O BRD Anp? pR) 
'R —qiR,, I E= — prR; 
° Bg q!) np 
(6 -72) 
式 (6 - 65) 与 式 (6 - 66) 的 一 阶 导数 具有 如 下 形式 : 
L 
re = Z Erw te (6-73) 
J= 
L 
# (z) = DE +p (s) (6 -74) 
tai Z2 一 Zu 


将 式 (6 -73) \ 式 (6 -74)、 式 (6 - 65) 与 式 (6 -66) 代 入 式 (5 - 
25) 与 式 (6 - 1) ,可 得 受 钉 载 含 孔 边 裂 纹 正 交 各 向 异性 板 应 力 和 位 
移 分 量 的 表达 式 如 下 : 
= 212 dip (x,y Ry +> W rsy) Him 


(6 -75) 


2 L 
u, = > 2 eP (z, y)R,, + > > g (z,y) H, 


AI im 1 m=-M 
(6 = 76) 
RP, (z,y), gin (z, y) H E PF H E, SL RRG R,, 为 已 知 常 
BG H im 为 待定 常数 。 


207 


Q 断裂 与 损伤 力学 


6.2.2 ”加 动 环 的 一 般 表 达 式 


加 劲 环 的 受 力 形 式 如 图 6 - 19 所 示 。 该 环 具 有 一 个 不 含 裂纹 


的 无 载 孔 以 及 工 个 无 孔 边 裂纹 的 有 载 孔 。 
Bi 对 于 有 限 大 的 各 向 异性 板 , 按 照 各 
e 向 异性 平面 问题 弹性 理论 ,应 力 分 量 和 


RR 位 移 分 量 可 用 复 变 函数 g(z ) 与 (zs) 
a 表示 如 下 : 
au = 2Re [zf (z, ) + BY (22)] 
a, = 2Re [g (z, ) +g (z; )] | 
图 6-19 加 劲 环 的 ao 一 一 2Re [pg (z) ) + pp (z2)] 
受 力 形式 u, = 2Re [p p(z) Teea 
u, = 2Re [qip(z ) + qz (z+) ] 
为 了 便于 研究 ,可 将 上 述 两 个 复 变 函 数 分 为 如 下 两 部 分 ， 
9 (z) = (z) +@% (z), W (z) = pi (z2) + p(z) 
(6 -77) 
这 样 ,应 力 场 也 被 分 成 相应 的 两 部 分 。 

第 一 应 力 场 系 由 (zi) 与 点 (z;) 所 控制 ,它们 满足 沿 z 轴 切 
应 力 o, =0 的 条 件 。 由 式 (5 - 32) 可 知 ,这 个 条 件 可 由 下 式 得 到 
保证 , 即 

mg (r) + Ú i (r) = 0 (6 -78) 
式 中 ,rt 为 zi 与 >: 在 + 轴 上 的 值 。 

第 二 应 力 场 系 由 g; (z ) 55 gC ) Er 385 | , CA E W z 轴 正 
应 力 o,, ==0 的 条 件 。 由 式 (5 - 32) 可 知 ,这 个 条 件 可 由 下 式 得 到 保 
证 , 即 

po) + @ (z) = 0 (6 -79) 
于 是 ,可 以 得 出 
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二 维 应 力 强 度 因子 的 解析 变 分 解法 一 一 


含 肉 部 裂纹 各 向 异性 板 
Pa) = E fia) + fi) (6-80) 
WG =Z fi) fel) (6-8 
以 及 
Pad = C) T fn) (6-82) 
1 
1 m 
Ka) =— S a) = iG) (6-83) 
将 式 (6 - 80) 和 式 (6 - 81) 代 入 式 (5 - 32) ,应 力 分 量 可 以 写成 
如 下 形式 : 
s, = 2Re | 2 aa glaia) — efi Ga)] + 
E 
ow = 2Re 人 去 T [a fi) — m fil(z:)] + 
(6-84) 


1 
z [fO — fm)]) 


M 一 


£ 一 


5 D AE ie) fil] 


g afaa ) — m f+C))) 


pte nare- 83) 代 入 式 (5 - 33) ,位 移 分量 可 以 表达 


为 如 下 形式 : 
=æ en 


KC 
= Re 


o 


m plee a) — pem fi (z. ) ] + 


ZL Pi fs (2) — P: f,CGa)1| 


mpl teha) 一 gz fi (z) ] + 


— q fC(zoJ| 


(6-85) 
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对 于 含有 一 个 无 孔 边 裂纹 的 无 载 孔 的 板 , 若 原点 位 于 孔 心 处 ， 
解析 函数 f; (zi) 可 以 展 成 如 下 的 罗 朗 级 数 (Laurrent’s series): 


Mt Mt 
fi(z)= SA. filz) = > Baz? (6-86) 


mm 一 一 MT PP 
fiza) = et Ha TO +A In z 
(6 -87) 
fil) = s + Biln z 
根据 绕 钉 孔 的 位 移 单 值 条 件 , 有 
ul.=0, wl.=0 (6 - 88) 


式 中 ,c 为 绕 钉 孔 的 任 一 封闭 曲线 根据 式 (6 - 85) \ 式 (6 - 87) 和 
式 (6 -88) ,可 得 出 


A, = 0， a = 0 (6 -89) 
考虑 到 元 素 的 刚体 转动 
1 ðu, _ 
o= 4-7) (6 -90) 


于 是 ,可 以 看 出 , 当 
Im A, = A; = 0, Re B, = BẸ = 0 (6-91) 
时 , 则 消除 了 整 块 板 的 刚体 转动 。 
对 于 一 个 具有 个 有 载 孔 的 板 , 则 有 必要 在 式 (6 - 82) 和 
式 (6- 83) 中 引入 某 些 附加 项 , 即 


L 
pz) = Pins — zu) +p (z) (6-92) 


We) = D Ene — so + 9° (z:) (6 —93) 


式 中 ， D ME 根据 式 (6 - 72) 来 确定 ,而 @` (zi) fü 2° (zs) 则 由 
式 (6 - 82) 和 式 (6 - 83) 所 定义 。 
令 
C = Re An = AÈ, C,.= Im An = AL (6-94) 
Cim = Re Bn, = BÈ, C,, = Im B„ = B! (6-95) 
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将 式 (6 -92) 与 式 (6 -93) 代 人 式 (5 - 32) 和 式 (5 - 33), 则 可 得 具 
有 一 个 不 含 裂纹 的 无 载 孔 以 及 工 个 无 孔 边 裂纹 的 有 载 孔 的 正 交 
EATER AREER ENER 


-55 X di) (z ,y)R, + > > si) (z, y) C, 


k=) = k=1 mM 


(6-96) 


2 L 
ui = > >? R+ 5) $ tD (z ,y)C,, 


' k=1,-- M 


+ 
0 


(6- 97) 
该 指出 ,在 加 劲 环 和 被 加 劲 板 中 ,待定 系数 与 已 知 函数 是 不 
同 的 。 


6.2.3 加 劲 平 板 孔 边 裂纹 情况 的 解析 变 分 解法 


6. 2.1 节 和 6. 2. 2 节 给 出 的 被 加 劲 板 和 加 劲 环 的 应 力 和 位 移 
分 量 表达 式 分 别 满足 各 自 的 基本 方程 . 复 连通 域 的 位 移 单 值 条 件 
以 及 合力 平衡 条 件 。 首 先 , 假 定 锦 钉 力 已 知 ， 在 这 种 情况 下 , 板 与 
的 应 力 和 位 移 表 达 式 中 的 待定 系数 分 别 取决 于 各 自 的 边界 条 
件 , 并 由 此 来 确定 所 有 待定 系数 。 在 没有 指定 位 移 边界 条 件 的 情 
况 下 ,采用 基于 最 小 总 势能 原理 的 变 分 方法 是 较为 便利 的 。 
被 加 劲 板 或 加 劲 环 的 总 势能 廿 可 以 表示 为 


n f, wav f, Fuav J Tads (6—98) 
v v Sr 


APW 为 应 变 能 密度 ;F; 为 体力 分 量 ;T; 为 面 力 分 量 ;w 为 位 移 
分 量 ;V 为 板 或 环 的 体积 ;Sr 是 静 力 边界 面积 。 
总 势能 的 极 值 条 件 为 


3 了 =0 (6 - 99) 

应 用 分 部 积分 公式 、 体 积分 与 面积 分 变换 公式 , 式 (6 - 99) 变 为 如 
下 形式 : 
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| G +FDOaudv 一 | (a a EE 
v P 


£ 
Dif Gn; — Tð wds |= 0 (6 - 100) 
11 tS, 


AP, S, 为 钉 孔 以 外 的 静 力 边界 ;S, 则 为 第 ! 个 钉 孔 的 表面 面积 。 
由 于 板 与 环 的 平衡 方程 已 经 预先 得 到 满足 ,可 知 
ojj + F, = 0 GEVA) (6-101) 
进一步 ,在 小 钉 孔 的 条 件 下 , 沿 钉 孔 表面 ,可 以 认为 位 移 变 分 保持 
常数 ,从 而 
| om T.)8u,ds 人 cm Tds}8uw (6-102 


由 于 绕 钉 孔 的 合力 边界 条 件 已 经 预先 满足 , 故 


É (8; = Sa =Q (6 - 103) 

因此 ,由 式 (6 - 102) 和 式 (6 - 103) ,可 知 
f; (an; — Tð uds = 0 (6-104) 

于 是 , 变 分 方程 式 (6 - 100) 可 简化 如 下 ， 
f, om —T)8uds = 0 (6-105) 


对 于 被 加 劲 板 , 由 式 (6 - 75) 和 式 (6- 76) ,可 将 应 力 及 位 移 分 
量 分 解 为 如 下 两 部 分 ， 


s, =o; +a (6 - 106) 
u; = u; +u” (6-107) 
这 里 
4 Mt 
o; = >` 2 fib(z,y)H,, (6 - 108) 
mM 
2 L 
s = >] J dË (z,y)R, (6 - 109) 
k=1 i=} 
4 Mt 
u = > D eB (z,y)H;,, (6-110) 
k= PEY 
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2 L 
u = >> e (z, Ry (6-111) 


由 于 or 满足 沿 裂纹 表面 .的 边界 条 件 ,而且 ui 没有 变 分 ， 
于 是 式 (6 - 105) 可 以 改写 如 下 : 


j sinu? a; = f (T; — o; ndur ds (6-112) 
ST 一 5. Sr 
将 式 (6 - 108) . 式 (6 - 109) 与 式 (6 - 110) 代 入 式 (6 - 112) ,可 得 


4 M 2 JA 
D > AmH a = Pa + > 2 Rau, 
=1 


r=1l,-- M” 
(s= 1,2,3,4), (~M-<n<M) (6-113) 
这 里 
Amn = | SE rye ry)ds (6-114) 
faha ¿S 
P. = Í. _ T zt? (zy)ds (6-115) 
Qum =f, dP (zy ng (ry)ds (6 -116) 
对 于 加 劲 环 , 也 可 将 应 力 及 位 移 分 量 分 解 为 如 下 两 部 分 : 
oj = a; +0; (6 -117) 
u = u; + ul" (6-118) 
式 中 

4 Mt 

s = > s (z, ,y)C,, (6 -119) 
k=l mM 

2 L 
oy = >) D dP Cz,y)R, (6 - 120) 

k=) l=l 

4 M 
u; = >` >) (zy Ch (6-121) 

TE 

= EEP DR (6 - 122) 


CEER a 
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f wavru=| (T; — o; n;)òu' ds (6-123) 
Sr Sr 
将 式 (6 - 119)、 式 (6 - 120) 与 式 (6 -121) 代 入 式 (6 - 123) ,可 得 


4 Mt :WA 1 
> > pC = Q,, + >) >)Rupu。 


=l n=- 4=1 1=1 


(s = 1,2,3,4), (~M<n<M) (6-124) 


这 里 
tma -| s% (m,y)n/itt (zyy)ds (6-125) 
Sr 
Q, =| Tu (z.y)ds (6— 126) 
Sr 
Bum = f; dip) (x, y)njtg (z ,y)ds (6 - 127) 
T 


由 式 (6 -113) 与 式 (6 - 124), 即 可 求 得 系数 H, 和 C,, ,并 可 
进一步 由 式 (6 - 36) 与 式 (6 - 37) 确 定 被 加 劲 板 应 力 强度 因子 与 加 
强 环 孔 边 应 力 集中 系数 。 


62.4 各 向 异性 理论 应 用 于 各 向 同性 情况 的 研究 


业已 证 明 , 对 于 含 无 载 孔 的 孔 边 裂纹 板 , 由 正 交 各 向 异性 材料 
所 得 应 力 与 位 移 表 达 式 同样 也 适用 于 各 向 同性 材料 的 情况 。 鉴 于 
两 组 公式 体系 的 类 似 性 ,对 于 具有 无 载 孔 且 无 孔 边 裂纹 的 板 ,也 可 
以 证 明 , 由 正 交 各 向 异性 材料 所 得 应 力 与 位 移 表 达 式 仍然 适用 于 
各 向 同性 材料 的 情况 。 现 在 ,仅仅 需要 证 明 , 对 于 具有 载 孔 且 无 孔 
边 裂 纹 的 板 , 上 述 有 效 性 的 存在 。 

根据 得 加 原理 ,考虑 一 个 有 载 孔 的 情况 , 且 原 点 移 至 该 孔 的 中 
心 。 于 是 ,由 式 (6 - 92) 和 式 (6 -93), 可 以 得 出 


p(z) = (CD8 +iDD L (6 - 128) 
W 

(z) = (EF +iEl) L (6 - 129) 
2 


214 


第 6 章 “二 维 应 力 强度 因子 的 解析 变 分 解法 一 一 
含 内 部 裂纹 各 向 异性 板 


这 里 ,四 个 常数 是 根据 式 (6 - 72) 来 确定 的 。 将 式 (6 - 128) 和 
式 (6 -129) 代 人 式 (5 -32), 可 以 得 出 


Te i e eli] 
i en], (6 - 130) 
o» =2Re [srg ale -EH 
ingel 2] (6 -131) 
人 ae a dJ 


Ra [22 Am] (6 -132) 


Anpi — PE)L zi z2 
对 于 各 向 同性 材料 ,可 以 引入 小 量 , 使 各 向 异性 弹性 理论 中 的 
复 参数 改写 为 
B=1l—e, 及 =1+e， ee”0 (6-133) 
和 


an=am= j an= an =— g (6 - 134) 


式 中 ,E 为 杨 氏 弹性 模 量 ;v 为 泊 松 比 。 
可 以 看 出 ,在 上 述 条件 下 ,应 力 分 量 属于 以 下 类 型 : 


o; = lim h(e) = lim £E (6 -135) 
e0 e0 gE) 
这 里 
lim Fe =0, limg(e) 一 0 (6 - 136) 
利用 在 极限 运算 中 的 罗 彼 塔 法 则 ,有 
o; = lim AG) (6 - 137) 
o g (E) 
于 是 ,可 以 得 出 
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a= +o, = 4Re |— LEY Ru + iR,) | 


a, — a= + Zidny 于 [2Rv iR,Q 一] 一 


i= [R0 +) iR A + )J 
2rzx 


(6- 138) 
此 外 ,对 于 各 向 同性 板 , 有 5” 
ot om = 4Re [9 l] ; (6 - 139) 
a, — a, + 2ia,, = 2[zg”(z) + # (z)1 
通过 对 比 式 (6 - 138) 和 式 (6 - 139) ,可 得 
Z -— HR + i) (6- 140) 
ga = ER, —iR,) (6-141) 


式 (6 -140) 和 式 (6 - 141) 正 好 为 适用 于 含有 载 孔 各 向 同性 板 的 复 
变 函 数 表达 式 。 通 过 积分 ,pC(z) 和 Wz) 将 为 


çG) =— HEER + IR.) n z (6 - 142) 


plz) = 


= — iR,,)]n z (6 - 143) 


6.2.5 锦 接 加 劲 平板 孔 边 裂纹 问题 的 解法 


图 6 - 20 表示 具有 锦 接 加 劲 环 的 含 孔 边 裂纹 板 。 该 图 所 示 含 
孔 边 裂纹 锦 接 加 劲 板 可 视 为 一 静 不 定 结构 。 对 于 一 个 n 度 静 不 定 
结构 ,假定 多 余 约 束 力 为 Xi ,X:，…,Xi，…X,。 根 据 位 移 协调 条 
件 , 可 得 到 力 法 正则 方程 如 下 : 


A, = XX, +A =0 G=1,2,- n) (6-144) 


式 中 ,系数 Š, XX, 取 单位 值 ,而 其 他 多 余 约 束 力 与 载荷 为 零 时 ， 
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在 基本 系统 中 X, 作 功 的 相对 位 移 ; 自 由 项 A; 为 在 载荷 作用 下 ,所 
有 多 余 约 束 力 为 零 时 ,在 基本 系统 中 X, 作 功 的 相对 位 移 。 系 数 
妨 与 自由 项 Aw 可 以 利用 上 述 解析 变 分 解法 来 求 得 。 由 位 移 互 等 
定理 ,可 知 

Ôj = 6 (6 -145) 
即 式 (6 ~ 144) 中 的 系数 矩阵 是 对 称 的 。 


图 6-20 具有 锦 接 加 劲 环 的 含 孔 边 裂纹 板 
对 于 图 6 - 20 所 示 双 对 称 问 题 , 即 工 型 问题 , 设 每 一 象限 包含 
工 个 钉 孔 。 从 平衡 条 件 来 看 ,作用 在 第 ! 个 钉 孔 上 锦 钉 力 的 两 个 
分 量 Rw 与 Ra 是 互相 独立 的 。 故 可 将 多 余 约 束 力 取 为 


Xi 一 Ra， X: = Ra ) 
Xaa = Ru, Xz = Ru (6 - 146) 
Xam = Ri, Xa = Ra 


而 且 , 关 于 第 PRETKA uu 5 u TREA 
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d (1) (2) 
uu = ur + ul } 


(2) 


(6-147) 


uu = ui + u 
式 中 ,uf? A us 为 被 加 劲 板 的 绝对 位 移 分 量 ;zi2 和 zx 包 为 加 劲 环 
的 绝对 位 移 分 量 。 于 是 


A = ún, A; = uz 
AA = u> Au = uz (6 - 148) 
Az- = iL» Az = uz 


从 而 ,对 于 锦 接 加 劲 板 而 言 , 力 法 正则 方程 式 (6 - 144) 应 该 表示 所 
有 钉 孔 的 位 移 协调 条 件 , 加 劲 板 的 静 不 定 度 ”等 于 一 个 象限 内 锦 
钉 孔 个 数 的 2 倍 。 

方程 式 (6 - 144) 的 自由 项 Aw、 开 有 裂 板 的 柔 度 系 数 6 与 加 劲 
板 的 柔 度 系数 $ 久 均 可 由 变 分 方程 式 (6 - 113) 与 式 (6 - 124) 以 及 
A (6 -76) 与 式 (6 -97) 求 出 。 很 容易 证 明 

6; = 8 十 8 (6 -149) 

在 确定 了 A 与 6; 后 , 即 可 由 力 法 正则 方程 式 (6 - 144) 来 求解 锦 钉 
J Xie 

ERTER JIR EE , n] R H F BL B) pu JJ R BE A + 55 A h 38 
的 孔 边 应 力 如 下 : 


2L 
Kı =KP + >; K?X:; (6- 150) 
2L =: 
o, = 297 X, (6-151) 
= 


式 中 ， 天 色 为 开裂 板 由 外 载荷 所 产生 的 应 力 强度 因子 ;KP 为 开裂 
板 由 单位 锣 钉 力 X, =1 所 产生 的 应 力 强 度 因 子 ;y” 为 加 劲 环 由 
单位 锦 钉 力 和 ,一 1 所 产生 的 孔 边 应 力 。 
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6.2.6 解析 变 分 方法 的 收敛 性 验证 


在 对 本 方法 进行 收敛 性 验证 时 ,研究 三 种 类 型 的 板 。 第 一 种 
类 型 是 具有 一 个 无 载 开 裂孔 与 四 个 承受 锦 钉 力 的 非 开 裂孔 的 单 块 
矩形 板 ; 第 二 种 类 型 是 具有 一 个 无 载 非 开裂 孔 与 四 个 承受 锦 钉 力 
的 非 开 裂孔 的 单 块 圆 形 板 ; 第 三 种 类 型 是 一 个 以 锦 接 圆 环 加 劲 的 
具有 一 个 无 载 开裂 孔 的 单 块 矩形 板 。 这 三 种 类 型 的 板 分 别 示 于 
图 6-21,. 图 6-22 和 图 6-23。 其 尺寸 比例 如 下 : 


Z =1.0, m =o3, Z 


n b Be 


ra 0.45, Ž=0.02, &=0.5, #210 


b b 6 h 
其 中 ,hi 与 h, 分 别 为 被 加 劲 板 与 加 劲 环 的 厚度 。 收 敛 性 验证 的 
计算 结果 列 于 表 6 - 12 至 表 6-17。 


图 6-21 含 无 载 开 虱 孔 承受 图 6-22 含 无 载 非 开裂 孔 承受 
锦 钉 力 的 矩形 板 锦 钉 力 的 圆 形 板 
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图 6-23 受 均 匀 拉 伸 的 含 无 载 开 裂孔 的 加 劲 板 


表 6-12 含 开裂 孔 承 受 锦 钉 力矩 形 板 的 
应 力 强度 因子 尺 1 的 收敛 情况 ( 见 图 621) 


在 表 6-12 中 ,Ki 为 量 纲 为 1 的 应 力 强度 因子 ,并 有 
K, = K. / [Ë /ra) (6 - 152) 


由 表 6 -12 可 以 看 出 , 取 Mt =4,M- 一 3 时 ,Ki1 的 相对 误差 仅 在 
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表 6-13 含 开裂 孔 承 受 锦 钉 力矩 形 板 的 
钾 钉 孔 边 位 移 双 的 收 伍 情 况 ( 见 图 6-21) 


2% 左 右 。 


623 | 3. 


709 | 3. 


二 


730 | 3. 


在 表 6 - 13 中 ,z 为 量 纲 为 1 的 锦 钉 孔 边 位 移 , 并 有 


| = Zx 10 (6 - 153) 


由 表 6 -13 可 以 看 出 , 取 M+ =3,M- =3 时 ,z 的 相对 误差 最 多 
不 超过 3%，。 
表 6-14 含 非 开 裂孔 承受 锦 钉 力 圈 形 板 
的 钾 钉 孔 边 位 移 u, 的 收敛 情况 ( 见 图 6 - 22) 


Q 断裂 与 损伤 力学 


在 表 6 - 14 中 ,zx 为 量 纲 为 1 的 锦 钉 孔 边 位 移 , 并 有 


u, = Z x 10 (6 -154) 


由 表 6-14 可 以 看 出 , 取 Mt =3,M-=3 时 ,xy 的 相对 误差 已 小 
于 0.1%。 
表 6-15 含 开裂 孔 承受 远方 拉力 加 劲 板 
锦 钉 力 玉 ,的 收效 情况 ( 见 图 6- 23) 


.348 6|0.347 2 0.350 0|0.3499 


.305 9 |0. 304 5|0.307 2|0.307 0 


. 297 8 |0. 296 4|0. 299 1|0.298 9 


.296 9 |o. . 297 5 |0. 296 1 0.298 7 | 0. 298 6 


.296 9 |o. .297 4 |0. 296 1 0. 298 8 |o. 298 6 


. 297 4 |0. 296 1|0. 298 8 | 0.298 6 


ER 6 - 15 中 ,R, 为 量 纲 为 1 的 锦 钉 力 , 并 有 
R, = 2 
> = abh: 
由 表 6 -15 可 以 看 出 , 取 M+ =3,M-=3 时 ,RR, 的 相对 误差 仅 在 
1% 左 右 。 


(6-155) 


表 6-16 含 开裂 孔 承 受 远方 拉力 加 劲 板 
的 应 力 强 度 因 子 区 1 的 收敛 情况 ( 见 图 6-23) 


I | ; ° .071| 1.071 | 1.073 | 1.071 | 1.070 
2 [1189 [1.167 | 1.175 | 1.178 | 1.179 | 1.181 [1.179 [1.178 


在 表 6 - 16 中 , 玉 ! 3102483842 1 的 应 力 强度 因子 ,并 有 


S Ki 


K, = (6 -156) 


Oy na 
由 表 6 -16 可 以 看 出 , 取 Mr+ =2,M- =2 时 ,K| 的 相对 误差 已 小 
于 1%。 


表 6-17 承受 钾 钉 力 加 劲 环 孔 边 应 力 sw 的 收敛 情况 { 见 图 6 - 23) 
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在 表 6 - 17 中 ,zu 为 加 劲 环 量 纲 为 1 的 孔 边 应 力 , 并 有 


< (6-157) 
o 


由 表 6 -17 可 以 看 出 , 取 Mt =4,M =4 时 ,oux 的 相对 误差 已 小 
于 0.1%。 

为 进一步 确定 解析 变 分 方法 的 收敛 性 ,可 以 考虑 图 6 - 24 所 
示 的 加 劲 板 ,在 该 板 的 每 一 象限 中 有 三 个 锦 钉 。 此 加 劲 板 的 尺寸 
比例 为 


c n rz rm 
5 1.0, b 0.3, > 0.6, A 0.45 
d a h 
= 0. . = 0.5, = 1. 
5 . 04 b 0.5 h 1.0 


关于 这 个 加 劲 板 收敛 性 检验 的 结果 示 于 表 6 - 18.8 6 - 19 和 
表 6-20 中。 


图 6 -24 受 均匀 拉 伸 含 无 载 开 裂孔 的 加 劲 板 
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表 6-18 承受 远方 拉力 含 无 载 开裂 孔 加 
劲 板 的 锦 钉 力 Ri, 的 收敛 情况 ( 见 图 6 -24) 


3 4 8 9 


0.270 ofo. 268 7 |o. 267 4 |0. 268 2 


— 
0.311 8 |0. 310 9 l: . 310 2 | 0. 311 2 


py 
.308 2 | 0. 304 0 | 0. 303 3 . . 302 8 


. 307 1 | 0. 303 1 | 0. 302 5 . . 302 0 


. 306 7 | 0. 302 8 | 0. 302 2 . . 301 7 
— a er 
. 306 6 | 0. 302 7 | 0. 302 1 š . 301 6 


. 306 5 To. 302 6 | 0. 302 0 k; . 301 5 


在 表 6 - 18 F,R ARAK 1 的 锦 钉 力 , 并 有 


5 R. 
R, = ~ > 
5 = Ph. (6 - 158) 


由 表 6-18 可 以 看 出 , 取 M* =3,M- =3 时 ,Ri, 的 相对 误差 已 小 
于 1%%。 
表 6-19 承受 远方 拉力 含 无 载 开裂 孔 加 
劲 板 的 应 力 强度 因子 民 1 的 收敛 情况 ( 见 图 6~24) 
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在 表 6 - 19 中 ,Ki 仍 代表 量 纲 为 1 的 应 力 强度 因子 。 由 
表 6-19 可 以 看 出 , 取 M* =2,M 一 2 h,K, 的 相对 误差 已 接近 
0.2%. 


表 6-20 承受 锦 钉 力 加 劲 环 孔 边 应 力 ce 的 收 禾 情况 ( 见 图 6- 24) 


3.626 | 3.626 | 3. 623 
3.781 | 3.784 | 3. 784 
3.719 
3.601 | 3. 606 | 3. 600 
3.710 | 3.714 
ER 6 - 20 中 ,oo。: 为 加 劲 环 量 纲 为 1 的 孔 边 应 力 , 并 有 


一 m (6-159) 
o 


由 表 6 - 20 可 以 看 出 , 取 M+ =4, M =4 时 ,oow 的 相对 误差 已 小 
于 0.1%。 


6. 2.7 加 劲 平板 孔 边 裂纹 情况 的 系统 数值 计算 
结果 


下 面 给 出 由 锦 接 环 加 劲 的 承受 远方 拉力 含 无 载 开 裂孔 加 劲 板 
的 系统 数值 计算 结果 。 该 板 的 几何 形状 如 图 6 - 24 所 示 , 其 尺寸 
比例 为 
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系统 计算 曲线 如 图 6 - 25 至 图 6 - 30 所 示 。 


1=0 


0 0.1 02 03 04 05 06 07 0.8 
aib 


图 6~25 加 劲 板 的 天: 与 a/b 的 关系 曲线 


对 于 上 述 加 劲 平板 孔 边 裂纹 问题 ,由 解析 变 分 解法 的 理论 分 
析 与 采用 该 方法 所 进行 的 数值 计算 ,可 以 得 出 如 下 结论 : 

D 由 于 所 有 基本 方程 预先 得 到 满足 , 故 在 变 分 方程 中 仅 存在 
线 积分 ,而 没有 面积 分 。 

@ 预先 满足 绕 被 加 劲 板 开裂 孔 和 加 劲 环 未 开裂 孔 位 移 单 什 
条 件 , 以 保证 含 内 部 裂纹 板 中 复 连通 域 位 移 的 单 值 性 。 

@ 预先 还 满足 绕 锦 钉 孔 的 合力 边界 条 件 和 位 移 单 值 条 件 。 

@ 利用 罗 彼 塔 法 则 可 以 证 明 , 各 向 异性 板 的 应 力 和 位 移 表 达 
式 可 以 用 于 各 向 同性 板 的 情况 。 

@ 数值 计算 实例 表明 ,本 方法 在 求解 加 劲 板 应 力 强度 因子 、 
加 劲 环 应 力 集中 系数 以 及 它们 之 间 的 锦 钉 力 方面 所 得 计算 结果 收 
KRE. 

@ 相对 于 其 他 计算 力学 方法 ,本 方法 易于 获得 便于 在 工程 上 
应 用 的 系统 计算 结果 。 
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7 
《 
5 zs 
i 4 L=4 
l° 
3 
和 -03 
2 + 


0— oI 02 03 04 05 06 07 08 
alb 
(@)L=2,4 


6 
5 
à L=3 
i L=5 
le 
3 
r, 
-0.3 
2 * | 
1 
# 
O OT 02 03 04 05 06 07 08 5 
alb 3 
(b) L=3,5 


图 6-26 加 劲 环 的 5 与 a/b 的 关系 曲线 
(L=0,2,3,4,5,4/b=0. 02) 
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0.7 
0.6 
0.5 -3 
.4 L=5 
A 
03 
02 
r, 
0.1 9.3 
0 0.1 02 03 04 05 06 07 0.8 
alb 
(a) L=3,5 
0.7 
0.6 
L=2 
0.5 
ba L=4 
Wl i 
0.3 
0.2 
oih -03 
0 01 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 
alb 
(b) L=2,4 


图 6-27 EAKAD Ra a/b 的 关系 曲线 
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0.01 
905 ld 六 
004 [5 1-3 
0:05 
0:06 
01 02 03 04 05 06 07 08 
alb 
图 6-28 mA K, 5 a/b 的 关系 曲线 
(L=3,d/b=0. 01,0. 02,- ,0. 06) 
5 
0.01 
802 | q 
3 8:04 [+ 
0:08 
3 0.06 Š 
0:05 
|° 0.04 
2 0:03 
0:02 
0.01 
1 403 


0 01 02 03 04 05 06 07 0.8 
alb 


图 6-29 MAR Ca a/b 的 关系 曲线 
{L=3,d/b=0. 01,0. 02,- ,0. 06) 
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R. 
° ° ° = 
S è £ u 
Š 
ù 
ooos 
sss 
Sja 


图 6-30 WARRI Rmn 5 a/b 003 8 88 t& 
(L=3,4/b=0.01,0.02,---,0.06) 


@ 对 于 短 裂 纹 情况 , 量 纲 为 1 的 应 力 强度 因子 是 量 纲 为 1 的 
裂纹 长 度 的 增 函 数 ; 而 对 于 长 裂纹 情况 , 量 纲 为 1 的 应 力 强 度 因子 
是 量 纲 为 1 的 裂纹 长 度 的 减 函数 。 其 原因 是 ,尽管 随 着 裂纹 长 度 
的 增加 将 引起 应 力 强度 因子 的 增加 ,但 是 由 于 增加 的 裂纹 长 度 所 
引起 的 被 加 劲 板 的 刚度 降低 却 又 会 引起 应 力 强度 因子 的 下 降 。 
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第 7 章 三 维 应 力 强度 因子 能 


量 差 率 闭合 解法 一 一 张 开 型 裂纹 


应 力 强 度 因子 是 断裂 力学 的 重要 参量 。 对 穿 透 厚 度 裂纹 问 
题 , 即 二 维 问题 ,已 有 许多 成 熟 方 法 与 可 靠 结 果 。 而 对 工程 上 很 常 
见 的 部 分 穿 透 厚度 裂纹 问题 , 即 三 维 问题 ,由 于 问题 的 复杂 性 , 结 
果 要 少 得 多 , 远 不 能 满足 工程 需要 。 只 有 对 于 含 三 维 裂 纹 的 无 限 
大 体 才 能 获得 精确 解 。 对 于 有 限 大 体 , 现 有 的 近似 解法 主要 有 交 
PE ARTA .边界 元 法 和 有 限 元 -交替 法 。 以 上 方法 在 断裂 力 
学 发 展 中 均 起 过 重要 作用 ,但 这 些 方法 在 不 同 程度 上 都 是 比较 耗 
费 人 工 与 机 时 的 ,因此 ,对 于 含 三 维 裂纹 的 有 限 大 体 , 目 前 只 有 少 
量 应 力 强度 因子 数值 解 。 在 本 章 及 第 8 章 中 将 介绍 一 种 半 解 析 - 
半 工 程 的 能 量 差 率 解法 ， 导 出 含 非 穿 透 裂纹 有 限 大 体 应 力 强度 因 
子 与 能 量 差 率 的 封闭 解 。 这 人 一 方法 可 充分 利用 已 有 二 维 应 力 强度 
因子 的 大 量 可 靠 结果 , 可 大 量 节 省 机 时 与 人 力 。 利 用 该 方法 可 以 
提供 损伤 容 限 设计 需要 的 大 量 三 维 应 力 强度 因子 , 既 可 避免 过 于 
粗糙 的 、 迫 不 得 已 的 简化 计算 ,提高 设计 与 分 析 质 量 ,又 可 避免 过 
于 复杂 的 有 限 元 数值 计算 ,提高 设计 与 分 析 效 率 ,降低 设计 与 分 析 
成 本 。 

假定 在 物体 内 含有 一 个 椭圆 形 裂 纹 ( 见 图 7 - 1(a)), 在 远离 
裂纹 处 物体 受到 拉 应 力 o 的 作用 ( 见 图 7 -1(b))。 将 这 一 问题 看 
成 以 下 两 种 情况 的 琶 加 :其 一 是 在 远离 昏 纹 处 受到 应 力 o 的 作用 ， 
而 在 裂纹 表面 上 作用 着 约束 力 的 情况 ,该 约 东 力 与 无 裂纹 时 该 处 
的 应 力 相 同 ( 见 图 7 - 1(c)); 其 二 是 仅 在 裂纹 表面 上 作用 着 松弛 
力 的 情况 ,该 松弛 力 与 上 述 约束 力 大 小 相等 、 方 向 相反 
(〈 见 图 7-1(d) )。 
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EL 
sas 


(c) 无 裂纹 体 被 视 为 含 裂纹 (d) 反映 含 错 纹 体 与 无 裂纹 体 
体 时 的 等 效 受 力 状态 差别 的 附加 受 力 状态 


图 7-1 含 张 开 型 椭 加 裂纹 有 限 大 体 分 析 方法 的 又 加 原理 示意 图 
显然 ,图 7 - 1(c) 情 况 相 当 于 无 裂纹 体 受 应 力 c 的 作用 ， 
图 7-1(b) 情 况 与 图 7 -1(d) 情 况 的 应 力 强度 因子 相同 。 据 此 , 问 
题 转 化 为 求 当 裂纹 表面 受 力 时 的 应 力 强度 因子 。 
为 简单 起 见 ,这 里 假定 裂纹 是 椭圆 形 的 ;对 于 非 椭圆 形 裂 纹 ， 
可 用 完全 类 似 的 办 法 求解 。 
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第 7 章 三 维 应 力 强 度 因 子 能 重 差 率 闭合 解法 一 一 
张 开 型 裂纹 


7.1 含 全 椭圆 裂纹 无 限 大 体 应 力 强度 因子 
能 量 差 率 闭合 解法 


7.1.1 裂纹 张 开 位 移 与 三 维 应 力 强 度 因 子 


对 于 在 椭圆 裂纹 表面 承受 均 布 压力 的 无 限 大 体 ,假定 裂纹 表 
面 张 开 位 移 v 具 有 椭 球 形 分 布 规律 , 即 


2 z 
vx,z) = w |1— Z — > (7-1) 
a c 


式 中 ,w 为 裂纹 表面 中 心 处 的 最 大 位 移 。 令 裂纹 前 沿 任意 点 
P(zi ,zi) 的 法 线 n 方 向 与 z 轴 夹 角 为 y, 椭 圆 参 数 方程 为 


x, = asin @, zı = ccos Q (7-2) 
?是 椭圆 裂纹 的 参数 角 , 则 
siny csin 9 ç eos = acos @ 
VCzsin g+ a' cost ç Vesin g + a° cost g 
(7-3) 


如 图 7 - 2 所 示 , 在 裂纹 
前 沿 内 法 线 方向 上 , 距 裂 纹 前 
沿 P(z i, z) AA r BJ) A e 
标 为 
x = m —rsin @ 


z = z, — rcos ó 


(7-4) 
将 上 式 代 入 式 (7 - 1) ,并 考虑 图 7-2 #ELE EBE SE 
到 r/a,r/c 为 小 量 , 略 去 高 阶 的 几何 表示 


小 量 后 ,可 得 裂纹 前 沿 邻 域 列 
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纹 张 开 位 移 如 下 : 


v = /2w J rsin $+ Sreos ġ (7-5) 
将 式 (7 - 2) 与 式 (7 -3) 代 人 上 式 , 可 得 

v=? 
距 裂 纹 前 沿 P(x ,zx ) 点 的 法 线 方 向 上 截取 一 个 无 限 薄片 ,该 薄片 
含 穿 透 裂纹 ,假定 该 薄片 处 于 平面 应 变 状态 。 于 是 由 式 (7 - 6) 与 
式 (2-46), 并 以 E/(1 一 史 ) 代 替 巨 , 则 该 薄片 裂纹 张 开 位 移 与 工 型 
应 力 强度 因子 具有 如 下 关系 ; 


Ki = 15) Ż Jaros pF sinp (7-7) 
总 位 能 差 率 为 

G= z (E) Varcorgt site (7-8) 
因此 ,只 要 确定 了 w, 即 可 得 到 天: 5 G. 


va’ cos g+ csin’ g (7-6) 


7.1.2 广义 裂纹 张 开 位 移 的 基本 微分 方程 式 


为 确定 ,假定 在 裂纹 扩展 过 程 中 ,裂纹 前 沿 的 半 短 轴 与 半 长 
轴 的 扩展 是 按 比例 的 ,如 图 7 -3 所 示 。 
da = adg, dc = cdg (7-9) 


图 7-3 棋 圆 裂纹 的 虚 扩 展 
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根据 投影 原理 ,在 这 种 情况 下 法 向 切片 的 裂纹 扩展 量 为 
dr = (da)sin gsin # + (dc)cos gcos $ (7-10) 
裂纹 前 沿 PCzi ,zi ) 点 与 P tda ,zi 十 dzi) 点 间 的 弧 长 为 
ds 一 Vczsinzp 十 azcoszg (t= 11) 
总 位 能 差 率 等 于 各 无 限 薄 法 向 切片 总 位 能 差 率 的 积分 
dll Í Gdrds =— 1 E ¿@àdg (7-12) 
s 1— 


这 里 ,5 为 第 二 类 完全 椭圆 积分 。 


ð= 三 有 Ticos gdp (1-13) 
另 一 方面 ,对 于 线 弹性 体 ,总 势能 还 可 表示 为 
H 一 一 f. ovdA 一 一 ° | cz,avz,ad4 =— Z noacvo 


(7-14) 
将 上 式 对 g 微分 并 与 式 (7 - 12) 比较 ,可 得 到 一 个 关于 wm 的 
微分 方程 


3v 3 _E ọọ 
到 +2% + E S (7-15) 
7.1.3. 基本 方程 的 封闭 解法 
式 (7- 15) 为 伯 努 利 方程 , 则 可 得 到 v. 的 解答 
一 2 各 1 (7-16) 


由 式 (7 -16) 与 式 (7 -7), 即 可 确定 K, WF: 
K, = L x [E Yop es (7-17) 
L= s: a cos g + c° sin” g 
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7.2 含 对 称 裂纹 三 维 有 限 大 体 应 力 强度 因 
子 能 量 差 率 闭 合 解法 


7.2.1 裂纹 张 开 位 移 与 三 维 应 力 强 度 因子 


对 于 三 维 裂纹 的 有 限 大 板 ( 见 图 7 - 4) ,将 裂纹 表面 张 开 位 移 
写 为 如 下 形式 : 
y(z,z) = wACzyz) (7 -18) 
式 中 ,w 为 原点 处 裂纹 张 开 位 移 ,h(z,z) 为 裂纹 张 开 位 移 模 态 函 
数 , 详 见 7.2.4 节 。 因 此 ,有 
(xz) = WH(r,2), H(z,z) =h (x,z) (7-19) 
式 中 ,有 H(zx,z) 在 裂纹 前 沿 二 次 可 导 。 
E 
图 7-4 三 维 有 限 大 体 含 对称 非 穿 透 裂纹 的 截面 


Wl l 
amas k 
OL 
在 裂纹 前 沿 PCzi ,zi) 点 ,将 (x,x) 展 开 为 泰勒 级 数 , 略 去 高 


— S PE 
次 项 o ss. Q 张 开 位 移 表 达 式 : 
V(x,z) = EH (z 一 z+ E|, G — =) ]= 


akal | 


(a) 裂纹 前 沿 任意 点 (b) 裂纹 内 部 任意 点 


Te (7 - 20) 


AP solri) ,v(x ,z) 分 别 为 过 点 Pa + z) ) 横 向 及 纵向 截面 的 
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裂纹 张 开 位 移 。 上 式 可 称 为 裂纹 张 开 位 移 的 勾 股 定理 。 在 裂纹 前 


沿 附近 ,有 
五 (z,z) = Hlaz ,z) + HCx sz) = hi lzi sx) + hlaz) 
(T = 21): 
而 在 裂纹 内 部 , J| 
h(xz,z) = [hi(z,z) 十 js(zyz)]/2 (7 - 22) 


引入 任意 法 向 切片 ,如 图 7. 2 所 示 。 在 裂纹 前 沿 点 P(x ,zi) 
邻 域 的 表面 位 移 可 由 相应 的 应 力 强度 因子 表示 为 
8 K? 
Yr) = Ç ET (7-23) 
式 中 ,E, 为 法 向 切片 的 广义 杨 氏 弹性 模 量 ,可 写 为 


E, = E+ (E, — E) f(@), E = E/(1—v), f(D € [0,1] 


(7- 24) 
1 深 埋 裂纹 
rw -ls 表面 裂纹 (7 - 25) 
sin 2% 角 裂 纹 


这 里 ,p 是 椭圆 裂纹 的 参数 角 。 
由 式 (7 - 23) 与 式 (7 - 19) 及 式 (7 - 20) ,可 得 


Ki = S Ebi lim T[H(z,z) + H(zi,z)] (7-26) 
因此 ,只 要 确定 了 vw 与 HH(x,z), 即 可 得 到 K | 。 
7.2.2 和 裂纹 张 开 位 移 的 基本 微分 方程 式 
根据 登 加 原理 ,可 以 将 板 的 远 端 载 荷 转 化 为 裂纹 表面 载荷 
orz) 一 aol(zyz), 并 将 总 势能 表示 为 
H = 一 | waa =—a| tC, dA =— G; nac» B 


(7-27) 
式 中 ,A 为 裂纹 面积 ;0 为 裂纹 表面 的 载荷 ;上 (z,z) 为 其 分 布 函数 ; 
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o 为 载荷 幅 值 , 即 广义 力 。 同 时 ,有 


B= 1 [cz Du (z, hr lA I-28) 


2rac 
为 确定 m%, 令 虚 裂纹 扩展 形式 为 按 比 例 扩 展 ,da 一 adg, de = 
cdg, 如 图 7-3 所 示 。 
这 种 虚 裂 纹 扩展 形式 下 的 总 位 能 差 率 一 方面 等 于 各 无 限 薄 法 
向 切片 总 位 能 差 率 的 积分 , 而 另 一 方面 等 于 外 力 势能 的 变化 率 。 
由 此 ,可 得 到 一 个 关于 w 的 微分 方程 


[zl1aB 已 [FL I g 
z+ +$ Sep = sal +Ë J (7 -29) 
式 中 


= al E lim 1 = c| Elim} z 
I=aj E lim —H (z.z, )dp, Jee E lim 7H (zı ,z)dp 


(7 - 30) 


wi 


(7 -31) 


这 样 , 得 到 了 关于 w 的 伯 努 利 方程 。%， 的 解答 为 
[二 [六 人 + 人 + 个 ) 


v 80, J o B? \ a vB 


7.2.3 基本 方程 的 封闭 解法 


以 下 探讨 进一步 简化 w 的 封闭 解答 。 令 a/t 与 c/b 不 变 , 考 


虑 两 种 极端 情况 : 
(1) a/e>0 
(ss)|... =s lae + 
(EB) freo] 1-39 
裂纹 可 看 作 沿 宽度 方向 穿 透 的 二 维 裂纹 。 令 
Des ig Ps: (7 -33) 
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则 
_ 80a dB _ 
vo [a< = E, To [e+ B+ Te] (7 - 34) 
(2) c/a—0 
S A a E, k F. — . 
(E) | = (起 )| dg + 
1. ] £ 
(zB) &=0.c/a0 Ü (CRS 
裂纹 可 看 作 沿 厚度 方向 穿 透 的 二 维 裂纹 。 令 
一 工业 - 
Vo dg cya 一 0 (7 36) 
则 


amc dB] g 
vo | weeo = FpsS[8+L5B+ 4] Q= 87) 


然后 对 任意 a/c 值 ,进行 分 离 变量 如 下 : 
paii) EE), 


即 可 确定 mla/c,t/b)5 n(c/a,b/t), 
将 式 (7 - 38) 代 入 式 (7-31) ,与 式 (7-32) 及 式 (7-35) 比 较 ， 
并 考虑 到 o 为 状态 函数 ,与 g 无 关 , 有 
a t c b 
tales) aer) 
wB B) |]. ` B) foreo 
将 式 (7 - 38) 代 入 式 (7 -39) ,与 式 (7 - 34) 及 式 (7 - 37) 比 较 , 有 
1 已 I E, J 
dB sx dB 
¿[Q +LOB+ T] c[2+1LOB+ 8] 
(7-40) 


上 式 计 算 较 简单 。 但 若 要 求 更 高 精度 ,也 可 以 对 任意 a/c 值 按 下 
式 进 行 分 离 变量 , 即 


(7-39) 
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I+ J 
z (itlla tE) 
(7-41) 


RPom($ g) Sa (£. ATHER ARE. AIR 


vo ajmo 53 Yo |a o RAR CT - 39) 即 可 求 出 w, 再 由 式 (7 - 26) 确 
Æ Ki. 


|= 


7. 2.4 ”裂纹 张 开 位 移 模 态 


1. 二 维 内 部 裂纹 的 张 开 位 移 
为 了 构造 三 维 裂纹 张 开 位 移 模 态 , 首 先 考虑 二 维 裂 纹 张 开 位 
移 ( 见 图 7- 5)。 根 据 式 (1 - 52) 与 式 (1-71), 有 
ow 一 io = @(z) +(Y (2) + (z — z) FO (7 - 42) 
2ulu, + iu,) = kolz) — NG) — (z — z) # (2) (7 -43) 


图 7-5 含 二 维 张 开 型 内 部 裂纹 板 
对 于 图 7 -5 所 示 含 内 部 裂纹 板 , 在 裂纹 上 、 下 表面 为 自由 表面 ， 
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可 得 
" M 
2) = (2 — a)? > Faz” + >s. z 
i (7 - 44) 
AC) = (Z — att D Faz" — >, z" 
m=0 n=0 
令 
Ba = fe — a)? z" dz (7 - 45) 
可 得 
Ë, = In(z +v — a), B =V? — a° 
(7-46) 
有 = EEVT ap 
因此 ,及 可 写 为 如 下 形式 : 
Bi = Pomem — aty (7-47) 
j=l 


= P byar — a) E + bonla +/Z =a) 


j=l 


(7-48) 
#ED EB byi bai boa IH E 81956 8, 
由 式 (7 - 44) 求 出 PC(z) 与 Q(z) 如 下 : 
ga = D Fapa (2) + >, i 
(1-49) 


z™ 


Q(z) = XE. — 25. a 
式 中 
M [M/2] 1⁄1 
> F,8, (z) = folne Hz — a°) + 2 fo — a) + 
m=0 


CM/2] s= 
È far (z 一 a2) T (7-50) 
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[M/2] [M/2] 


= Fb = — 
) 名 


《7-51) 


j=0 
[M72] 


Sami = 2 Fo 1b21.? 32 盖 1 
当 M 为 偶数 时 ， [M/2)= M/2; 4 M 为 奇数 , 且 位 于 奇数 项 的 和 中 
af, [M/2]= (M+ 1)/2; 4 M 为 奇数 , 且 位 于 偶数 项 的 和 中 时 ， 
[W/2]=(CM-1)/2。 将 式 (7 -49) 及 式 (7- 50) 代 入 式 (7 -43) ,可 得 


2ulu, +iu,) = foleln(z +/Z2 =a) — In(z +yz’ — a’ )]+ 
[M72] 


D fanle a) — G —at) F ] + 


i=l 
[M72] 


D fale -aF z — aty ]— 


ep 2e- G — a>) z" +D H 


Xe, (2 = - Z=) (7 - 52) 
上 式 的 第 一 项 具有 多 值 性 ,由 位 移 单 值 条 件 可 知 f =0, X 3 T u 
BATF z 轴 对 称 , 因 此 ,不 存在 G, 项 。 因 此 ,裂纹 张 开 位 移 可 写 为 
如 下 形式 ， 


k 十 1 WA z = 
1 P 2—_1 — 
(u, Hity) | oer sortaee = r [X fema (1 s=) 
[M/2] 


D fra” = 人 1- 到 )  ] (7 -53) 
i=l 


a 
式 中 ,第 一 部 分 与 第 二 部 分 分 别 为 相对 于 y 轴 的 对 称 与 反对 称 项 。 
根据 又 加 原理 将 远方 载荷 转化 到 裂纹 表面 ,上 式 中 的 u, ( 今 
后 以 表示) 仍 可 用 于 描述 裂纹 张 开 位 移 。 对 于 无 限 大 板 受 均匀 


拉力 ,已 知 
=$ sJ- fal-i (1-54) 


+ 
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而 对 于 有 限 宽 .无限 长 板 , 则 需要 取 更 多 项 ,本 文选 取 3 项 。 因 此 ， 
裂纹 张 开 位 移 可 写 为 
"= (9) 2) t(l- 二 
Pa24 [Š aaja- Z) 2 (1-55) 
式 中 ,第 一 部 分 与 第 二 部 分 分 别 为 相对 于 y 轴 的 对 称 与 反对 称 
项 ;f,g,h 为 未 知 函 数 。 
由 式 (7 - 55) ,原点 处 的 裂纹 张 开 线 位 移 vo 为 
总 多 [7 人 (人 全) 人 全 站 - Bar (22) 
(7-56) 


式 中 
F( s. a “)= (2: Ai )+ 2g(%, 3) (1-57) 
又 ,原点 处 的 角 位 移 为 wz/a， 则 
dv 


"= (2) 


a 


< 


de ¿s 


将 式 (7 - 56) 至 式 (7 -59) 代 入 式 (7 - 55) ,可 得 


r= 和 +] 
| 


(1 一 至 ) z (1-60) 


由 上 式 可 以 看 出 ,裂纹 张 开 位 移 是 由 vo vot ala /t,a:/t) RE 
的 ,而 vo voz 5 alai /t,a,/t2 X tH f(a,/t,a,/t) ,F(ai/t,az/t) 与 
h(a,/t,a,/ttkE É) , 

在 裂纹 右 尖 端 附近 , za/a= 二 1 一 r/a; 在 裂纹 左 尖 端 附近 ， 
ZL/a 一 一 (1 一 r/a)。 由 式 (7-55) 可 得 
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w = pe rA i a (7 -61) 
w= Faz Var[f (2, e) a(2,%)]] 
另 一 方面 ,在 裂纹 尖端 附近 
Ae SEET r (7-62) 
设 裂纹 右 、 左 两 端 已 知 应 力 强度 因子 可 分 别 表示 为 
Kir = m (2 Joo vra. Ki = n [%, tJa, Via 
(1-63) 
式 中 ,加 Cai/isaz/t) 与 m Ca /tsa:/) HAF a/t 5 a, /t 的 已 知 


函数 。 
将 式 (7 - 63) 代 入 式 (7 - 62) ,并 与 式 (7- 61) 比 较 ,可 得 


(Ee) [Eea] e-o 
(Ea) [aeaa (EE) a- 


因此 
(Ea) [n(n (2) ee) 
(1-66) 
wi = aF (%4,4) (1-67) 


w = w [n (2) n (2.8) Jj (8) (1-68) 
e= = [n (22) a(t] ER) -69? 
下 面 , 可 用 能 量 差 率 方法 确定 F(ai/t,az/t)。 假 设 裂 纹 虚 扩 


展 形式 为 按 比 例 扩展 ,有 
da = da, = da; (7-70) 
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则 总 能 量 差 率 为 
P i "20 2 1 2 1 1 
aa (+S) =- e [e (2.2) 4 (%.2)] 
(7 -71) 
因此 
Eya 
n- aie AEE aE asa 
t 
(1-72) 
又 因为 总 位 能 也 也 可 写 为 
D=- af voada (7-73) 
将 式 (7-55) 代入 上 式 ,并 考虑 到 式 (7 - 57), 可 得 
I Zaa? e ([2f(2， #2) Cm, ms) + 
(a. £ )ms 2a (4 m) (7-74) 
式 中 
m = if 0-3) xd 三 
PA if ETE (1-75) 
z 


ea G 
ar 
(ee) a 
(B-p t- aat) 
cT = 70) 
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考虑 到 
各 (全 ) (全 学) (7-77) 
"n imf E (EE) (r, Z) =o (1-18) 
aE Z) (2.2)]=0 a- 
由 式 (7 - 76) ,可 得 
A=0 (1-80) 


因此 , 令 w=a' /a, 可 将 式 (7 -76) 改 写 为 
F(a (A) 
请] 
(2-144) ma (8.2) a-s 
总 之 ,裂纹 张 开 位 移 可 写 为 如 下 形式 : 


v =m [e(a] + 


E 
w |8(2) he (1-82) 
式 中 
n=2 (1-83) 
AE)- aw 


对 于 含 对 称 裂纹 矩形 板 受 均匀 应 力作 用 的 情况 ,裂纹 张 开 位 移 没 
有 非 对 称 项 ， 即 w: =0, A a =a: =a, 则 
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[1-2(4)] (0-7) (7-85) 
"(2)= sec( 王 和) (7-86) 
r(4)= $] aleo 3) akeen) 
(1-87) 
H 

w BaF ($), dm L “da (7-88) 

sa 
Lart rt) < (7-89) 

r($) 


2. 二 维 边缘 裂纹 的 张 开 位 移 
对 于 如 图 7 - 6 所 示 含 边缘 裂纹 板 ,与 含 内 部 裂纹 板 类 似 ， 


(7-90) 
裂纹 嘴 张 开 位 移 v 为 
“一 让 各 F( 全 ) (1-91) 
式 中 
Free 的 a-w 
令 


Q 断裂 与 损伤 力学 


(a) 边缘 裂纹 (b) 缺口 边缘 裂纹 
图 7-6 含 二 维 张 开 型 边缘 裂纹 板 
将 以 上 三 式 代入 式 (7 - 90) ,可 得 


ec ane ta) 


(7-94) 
裂纹 张 开 位 移 是 由 vw 与 a(a/t) 决 定 的 ,而 v 5 a (a/t) X E H 

Ja/D ,F(a/t) 决 定 的 。 

考虑 裂纹 前 沿 应 力 强度 因子 与 位 移 的 关系 ,可 得 

s(4)= (+ )= Ki /ovVra (7-95) 

由 式 (7 - 91) ,也 可 得 到 
dw = L “° da (7-96) 

a 

f L= 1+ 2 (2)/F(2) (7-97) 

若 裂 纹 表面 分 布 载荷 为 


o = t(x) (7-98) 
则 采用 能 量 释放 率 方法 求 出 Fla/DW F: 
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P(t) Zf ofr (2o) jo- (m —1) (2) 


(1-99) 
式 中 
wi = [0 - yc z (7 ~ 100) 
ma 站 (一 三) ioaz (7-101) 
当 远 方 受 均匀 载荷 时 ,t(z)==1, 且 
[£ )= 1.12— 0. 231 ($ )+ 10. 55 [+ ) - 
21.72(2) +30.39 (2) (7 -102) 


采用 能 量 释 放 率 方法 确定 Fla), B 


(ESEA (ieee) e-o 
也 可 采用 卡 氏 定理 确定 F(a/1) ,其 精度 较 能 量 释放 率 方法 
高 。 所 得 结果 为 ， 


z)= Í. 346 5 一 [0.09 (0-4) “一 0.256 1-4) + 

0.266 (1—2 “na. 

tr a 

4.779 7(1— 2) 41.182 sn(1 一 全 儿 
naosg paea k. 


(7 - 104) 
对 于 筷 边 裂纹 ,与 一 般 边沿 裂纹 类 似 , 可 得 
251 


Ú 断裂 与 损伤 力学 


(7- 105) 
式 中 
w = gerlen) (1-106) 
a R 
a(g R) flkr) (7-107) 
E(R +) 
(z R)= e (7 - 108) 
Cn Ef leler) je- -1)/(8 8) 
(7 - 109) 
kes KERETE (1-110) 
mü; = (4- 三 ) waz (7 -111) 
总 之 ,裂纹 张 开 位 移 表 达 式 可 写 为 
v= nfn (2.2) (Z) + [i-re (%.) Je) 
(1-112) 
式 中 
a =a, =a (7-113) 
m= 4 (1-114) 
p( 三 )= 1 二 (7-115) 


3. 三 维 裂纹 张 开 位 移 模 态 
假设 三 维 问题 中 横 、 纵 截面 的 裂纹 张 开 位 移 的 模 态 分 别 与 二 
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维 问题 中 具有 相同 几何 形状 和 载荷 分 布 的 平板 裂纹 张 开 位 移 的 模 
态 相 同 。 根 据 以 上 假设 ,并 使 横 、 纵 切片 裂纹 张 开 位 移 及 导数 沿 x 
轴 、z 轴 与 裂纹 前 沿 互 相 协调 , 则 经 过 任 一 点 A(z,z) 的 横 、 纵 截面 
( 见 图 7 -4) ,裂纹 张 开 位 移 为 
u(x,2) = wh (z,2z), i (rz,z) = wh:(z,z) 
(7 -116) 


CY 
ni, B (z) ,a; 的 推导 见 7. 2. 4 节 中 的 第 1 部 分 和 第 2 部 分 ,下 
标 i 代表 截面 方向 。 
因此 ,在 裂纹 前 沿 邻 域 ,由 式 (7 -21) 可 知 
H(zr,z) = h (zsz) + hlz sz) (7 - 118) 
且 在 裂纹 内 部 ,有 


h(z,z) = [hi (z,z) + hx (z ,z)]/2 (1-119) 
继而 由 式 (7 - 28) 5R (7 - 30) 确 定 T,J,B, 并 由 式 (7- 39) sË 
式 (7 ~ 40) 与 式 (7 - 26) 确 定 m SS K | 。 
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总 能 量 释放 率 为 


TEaci( +2) — G-120 


7.2.5 典型 算 例 


图 7-7 至 图 7-10 给 出 了 四 种 典型 情况 下 本 方法 与 有 限 元 
法 "所 得 结果 的 比较 。 本 方法 与 现 有 结果 符合 得 较 好 。 


1.6 1.6 


14 cfb=0.4, f=0 


图 7-7 U 3jERISE EX EKHAR Newman 结果 比较 ) 
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alc=0.2 


K, oma 


e. 
1 
Kilayia 


0.4 0.6 0.8 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 
alw 


c/b=0.4 


/c=0.4 
Ë Ë alc: 
É x 
日 一 alc=0.6 6 
< < alc=0.8 
alc=1 
PO] I E 
0 02 0.4 0.6 0.8 0 02 0.4 0.6 0.8 
alw aiw 


图 7-8 含 表 面 半 椭 圆 和 裂纹 有 限 大 矩形 板结 果 { 与 Newman 结果 比较 ) 


断裂 与 损伤 力学 


Ki/o(xa)” 


=a a/w0. Newman 


图 7-9 含 中心 圆 孔 有 限 大 矩形 板 孔 边 1/4 
梯 贺 角 异 纹 有 限 大 矩形 板结 果 
(5 Newman 结果 比较 ) 
(r=0. 3,R/w=2.0) 
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图 7-10 含 中 心 圆 孔 有 限 大 矩形 板 孔 边 1/2 椭圆 表 面 裂 纹 
(5 Newman 结果 比较 ) 
(PAREA 0.3,R/w=2,0<a/w<0.3,9=0~7/2) 


7.3” 含 偏心 裂纹 三 维 有 限 大 体 应 力 强度 因 
子 能 量 差 率 闭 合 解 法 


7.3.1 裂纹 张 开 位 移 与 三 维 应 力 强度 因子 


对 于 含 偏心 裂纹 的 有 限 大 极 ( 见 图 7- 11) ,将 裂纹 张 开 位 移 ， 


分 解 成 关于 z 轴 对 称 与 反对 称 的 形式 , 即 
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(zz) = wih,(z,z) (i = 1,2) (7 - 121) 

V(x,2) = voavo;H j (z ,z) (i,j = 1,2) (7-122) 

RP, h 与 h, 分 别 为 关于 = 轴 对 称 与 反对 称 裂纹 张 开 位 移 模 态 
函数 ,mw 与 wz 分 别 为 相应 的 位 移 幅 值 , 即 广义 位 移 。 


ea 
NT | 
本 


(裂纹 面 内 情况 P 


图 7-11 有 限 大 体 含 偏心 非 穿 透 裂纹 的 截面 


在 裂纹 前 沿 P (>, ,z, ) 点 ,将 到 (z,z) 展 开 为 泰勒 级 数 k 
次 项 ,可 得 


好 (zz) =s [TPE | (z my (z z)] 
Əz |> gz |p 
V (z,zi) + (zi z) (7 - 123) 


式 中 ,v(x ,zz ) ,v(x ,z) 分 别 为 过 点 P (z , z, ) 横 向 及 纵向 截面 的 
裂纹 张 开 位 黎 。 上 式 可 称 为 裂纹 张 开 位 移 的 勾 股 定理 。 
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引 人 任 意 法 向 切片 ,如 图 7 -2 所 示 。 在 裂纹 前 沿 PCz ,zi) 
点 邻 域 的 裂纹 张 开 位 移 可 由 相应 的 应 力 强度 因子 表示 如 下 : 
V (z,z) = = 所 r 
式 中 , 瓦 , 为 杨 氏 弹性 模 量 ;K! 为 应 力 强 度 因 子 。 


由 式 (7 - 122) 与 式 (7 - 123) 及 式 (7 - 124) ,可 得 
K} = Z Ero lim L[H,CGz,z ) FH (zz)] 


(7 - 124) 


(7-125) 
因此 ,只 要 确定 了 wit H; (x,z), 即 可 得 到 Ki , 


7.3.2 广义 裂纹 张 开 位 移 的 基本 微分 方程 式 


为 确定 w ,引入 两 种 虚 裂 纹 扩展 形式 ,如 图 7- 12 所 示 。 
(1) 按 比例 扩展 
da = adgı, dc = cdg, (7-126) 
在 这 种 情况 下 的 总 位 能 差 率 等 于 各 无 限 薄 法 向 切片 总 位 能 差 率 的 
积分 , 即 


dr | Garas [FE ao [P + L) Jag, 


(1-127) 
式 中 ,G 为 裂纹 前 沿 单位 厚度 法 向 切片 能 量 差 率 ;dr 为 该 切片 的 
裂纹 扩展 量 ;ds 为 该 切片 裂纹 前 沿 处 的 厚度 。 同 时 ,有 


Flu 
I= [Ë lim +H, (z,zo) |,-,costgdg 


E (7 - 128) 
J = |Ë lim 1H, a ,z) |i-icos:ydp 
这 里 ,9? 是 椭圆 裂纹 的 参数 角 。 
而 另 一 方面 根据 又 加 原理 ,可 将 板 的 远 端 载 荷 转移 至 裂纹 表 
面 ,并 将 总 势能 表示 为 
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(b) 刚性 平移 


图 7-12 两 种 虚 有 裂纹 扩展 形式 
TH =- | ovda =- of ez,avz,ada =— oo nacv;B; 


(7 - 129) 
式 中 ,A 为 裂纹 面积 ;o ARARE HRI tC) AH 8 3; 
% 为 载荷 幅 值 , 即 广义 力 。 同 时 


B, = 去 | tCar, z)h: (zs2)dA (1-130) 
nac. 
将 式 (7 -129) 对 g, 微分 并 与 式 (7- 127) 比 较 , 且 令 
==, B = B, +ëB, (1-131) 
T 


I= L +ë#LI, J = J, +ë J, (7 - 132) 
可 得 到 一 个 关于 wi 的 微分 方程 


Ivo 1 2B E /I ,J\, _ 
9g, T (2+ B 3g, ) g Bl + > Ji (7 - 133) 


260 


第 7 章 “三维 应 力 强度 因子 能 重 差 率 闭合 解法 一 一 
KAURA 


(2) 刚性 平移 
df = fdg: (7 -134) 
根据 这 种 虚 裂 纹 扩展 形式 下 的 总 位 能 差 率 一 方面 等 于 各 无 限 薄 法 
向 切片 总 位 能 差 率 的 积分 ,而 另 一 方面 等 于 外 力 势能 的 变化 率 , 可 
得 到 如 下 关于 wi 的 另 一 微分 方程 式 : 


aa (aiee ua 


š (7 -135) 
式 中 

Espo ig 
M = a| —' lim —H x (2, z, )cos pdo 

E, — r 

E (7 - 136) 
N= [E lim Dita ,*z)cos ọdọ 

E, — r 


7.3.3. 基本 方程 的 封闭 解法 


这 样 ,得 到 了 关于 va 与 ws 的 两 个 一 阶 非 线性 方程 组 式 (7 - 
133) 与 式 (7- 135)。 应 当 指出 ,实际 上 6 比 1 小 一 个 数量 级 。 从 
Tü Ee 1 小 两 个 数量 级 ,在 分 析 与 计算 中 ,可 以 取 I= 卫 ;对 于 受 
对 称 载荷 的 情况 ,B= 二 B,。 因 此 式 (7 - 133) 可 视 为 伯 努 利 方程 , 则 
可 得 到 wm 的 解答 

£, a] 


1 i Eija LLa Lyoni je 1 
三 B-E AA ur )° dz: + (mB) 

(7 -137) 
以 下 探讨 进一步 简化 w 的 封闭 解答 。 令 a/t 与 c/0 不 变 , 考 


虑 两 种 极端 情况 。 
(1) a/c 一 0, 裂 纹 可 看 作 沿 宽度 方向 穿 透 的 二 维 裂 纹 


全 | 


(xB) 


Ç 7 - 138 
pial (Ra 
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(2) c/a 一 0, 裂 纹 可 看 作 沿 厚度 方向 穿 透 的 二 维 裂 纹 


(5) Po =en Ef (Z:) |... e: dgi + 


(zB) | ZND 
然后 对 于 任意 a/c 值 ,进行 分 离 变量 如 下 
I+ a t I c bya /J 
B: m(t) a tE) 
(7-140) 


式 中 必 ( 公 , 志 ) 与 n( 夺 , 之 ) 可 由 最 小 二 乘 方法 确定 。 
将 式 (7 -140) 代 入 式 (7 -137) ,与 式 (7 -138) 及 式 (7- 139) 
比较 ,并 考虑 到 v 为 状态 函数 ,与 g; 无 关 , 有 
i (全 二) na 人 (二 ,之 ) 
£ L a t x 
mB aB |, ` Ga By|. TTD 
在 由 上 式 得 到 vo 的 解答 后 , 即 可 根据 式 (7 - 135) 确 定 如 下 : 


-a (aB) 
& = "= £: Mi (7-142) 
e aa 


7.3.4 有 裂纹 张 开 位 移 模 态 


假设 三 维 问题 中 横 、 纵 截面 裂纹 张 开 位 移 的 对 称 与 反对 称 部 
分 的 模 态 分 别 与 二 维 问题 中 具有 相同 几何 形状 ,与 载荷 分 布 的 平 
板 裂纹 张 开 位 移 的 对 称 及 反对 称 部 分 的 模 态 相 同 。 根 据 以 上 假 
设 ,并 使 横 、 纵 切片 裂纹 张 开 位 移 及 导数 沿 z 轴 、z 轴 与 裂纹 前 沿 

互相 协调 , 则 经 过 任 一 点 (z,z) 的 横 、 纵 截面 裂纹 张 开 位 移 为 

(zyz) = wihii(z,z), w (z,z) = wihzi (zm ,z) 
(7 - 143) 
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) 


a|s 


) J[a( 
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HPEH) 


sl~ ~ 


[na 


[i-na ($ 


其 中 ,ni;,B(z) ,a; 的 推导 见 7.2.4 节 。 
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因此 ,在 裂纹 前 沿 邻 域 ,由 式 (7 - 123) 可 知 
Hu (z,z) = hi (zi ,z) + hà (zi , z) 
H, (z,z) = ht, (zi s£) + hk (zi ,z) | 
Hi, (zx,z) = hn (zi ,7)hi (zi s2) + ha (xi sz)hz (zi + z) 
(7-145) 
且 在 裂纹 内 部 ,有 
hi(z,2) = (hii(z,z) + h; (z ,z)]/2 (7-146) 
继而 由 式 (7 -128) 至 式 (7 -132) 与 式 (7 -1360m I, J ,B,M, N, 
并 由 式 (7 -141)\ 式 (7 - 142) 与 式 (7 - 125) 确 定 w5 K]. 


7.3.5 典型 算 例 


7-13 至 图 7- 14 给 出 了 典型 情况 下 的 应 力 强度 因子 结果 。 


图 7-13 含 深 埋 偏 心 椭圆 用 纹 有 限 大 和 矩形 板结 果 
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图 7-13 还 给 出 了 本 方法 所 得 结果 与 现 有 少量 结果 ( 含 深 埋 
偏心 椭圆 裂纹 有 限 大 板 情 况 ) 的 比较 。 该 图 表明 ,能 量 差 率 闭合 解 
法 与 交替 迭代 法 所 得 结果 符合 得 很 好 。 


14F 14 
12 [ 12 
10 1.0 = 
s o=0 kj Sa 2 
E osf a È o.s 
š B=x/2 Š 
> 06 一 06 
x [ a/w=0.2 < a/w=0.2 
oL alc=l 0.4| alc=0.4 
4=c/(b-/)=0.4 4=c/(b-/)=0.4 


| 一 
0 0.2 04 06 08 1.0 
fb 


lár 
12 
p= 
10 wM 
S 08 p=" /2 
> 06 
< alw=0.4 
04 alc=1 
1 ==0.6 
0.2 
0 0.2 04 0.6 08 1.0 0 02 04 0.6 0.8 1.0 
fib fib 


7-14 含 表面 偏心 半 椭圆 裂纹 有 限 大 和 矩 形 板结 果 
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7.4 含 孔 边 裂 纹 圆 管 应 力 强度 因子 能 量 差 
率 闭合 解法 


7.4.1 裂纹 张 开 位 移 与 三 维 应 力 强度 因子 


对 于 售 孔 边 角 裂 纹 受 拉 圆 管 ( 见 图 7 - 15), 将 裂纹 表面 张 开 
位 移 写 为 如 下 形式 : 

v(z,z) = wh(x,z) (7-147) 
式 中 ,w 为 原点 处 裂纹 张 开 位移 ;h(x,z) 
为 裂纹 张 开 位 移 模 态 函 数 。 因 此 ,有 

(zz) = WH(zr,z) 
H(z,z) = h2(m,z) 
(7 - 148) 
式 中 ,H(zx,z) 在 裂纹 前 沿 为 零 ,和 且 二 次 
可 导 。 

如 图 7- 16(a) 所 示 , 假 设 孔 是 顶点 
为 O 的 圆锥 台 孔 ,这 对 于 管 壁 较 薄 的 轴 
是 可 以 接受 的 。 经 裂纹 前 沿 任意 点 P. 

图 7-15 含 孔 边 角 型 。 引入 三 种 截面 : 径 向 截面 1 - 1、 环 向 截面 
KERM 。 2 -2 及 法 向 截面 3 -3。 由 图 7 - 16(b)， 
在 裂纹 前 沿 附近 ,法 向 、 径 向 和 环 向 截面 相应 点 的 直角 坐标 分 别 为 
= = zj — rsin (g, +p), z = z — ros (p +p)» r= PA 


X = Tı — r. COS @ , z= z +nsin f., n = PA, 
X= m — rsin f, z = zi — T: COS QP + r, = PA; 

(7 - 149) 
将 这 些 截面 裂纹 张 开 位 移 的 平方 展开 为 泰勒 级 数 , 略 去 高 次 项 ,可 得 
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(a) 过 裂纹 前 沿 任意 点 P 的 三 种 截面 (b) 过 点 P 的 裂纹 前 沿 法 线 


(e) 裂纹 面 内 任意 点 4 (d) 裂纹 前 沿 任意 点 P 的 邻 域 


图 7-16 图 管 . 含 孔 边 角 裂 纹 的 截面 


9 
y (p,p) = [Ë 


I 3H 
in (pi +p) + EPA 


cos (pı +9} 
P 
(7 -150) 


9 
¥(p,91) =—%w (E 


cos @ 一 2H sin @, )" 
P əz |P 


(7 -151) 
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3H 
X Cap) A(z 


pin @ + SH eos Q Je 
(7 - 152) 
式 中 ,ri = rsin ó, r; = rcos y。 由 式 (7 - 150). K (7 - 151) 和 
式 (7 -152) 可 看 出 
Vp p) = (p 9) + V (0,@,) (7 - 153) 
上 式 可 称 为 裂纹 张 开 位 移 的 勾 股 定理 。 

在 裂纹 前 沿 已 点 邻 域 的 表面 位 移 可 由 相应 的 应 力 强度 因子 
表示 如 下 : G 
(pp) = £ 5, (7 - 154) 
AP, E, 为 法 向 切片 的 广义 杨 氏 弹性 模 量 ,可 写 为 

E, = E+ (E, — E) fp) 
E, = E/Q —) | 
fp») € [0,1] 

由 式 (7 - 154) 与 式 (7 - 150), 可 得 


2 —_ Tm 3H 
Kre sela 


(7 - 155) 


I aH 
P sin(@ 十 四 十 Jz 


cos(@, + °] 
P 


(7 -156) 
因此 ,只 要 确定 了 v 与 五 (z,z), 即 可 得 到 开 ! 。 


7.4.2 裂纹 张 开 位 移 幅 值 的 基本 微分 方程 式 


7-17(b) 是 一 含 孔 边 裂纹 圆 管 的 截面 图 ,为 了 与 平板 情况 
相 统一 ,假设 它 是 由 图 7 -17(a) 经 保 角 变换 % 二 e“ 而 来 , 即 
w=e =p, p=, p=y", z=zr+iy" 
(1-157) 
图 7- 17(a) 38 1/4 椭圆 角 裂 纹 的 矩形 截面 ,xz* 一 a sin 0, 
y" =c cos 0, 因此 , 圆 管 孔 边 角 裂 纹 的 方程 为 
268 


第 7 章 “三 维 应 力 强度 因子 能 量 差 率 财 合 解法 一 一 
KFARA š 


(a) 含 114 椭 圆 角 裂 纹 的 矩形 截面 (b) 含 孔 边 裂纹 贺 管 截面 
图 7- 17 HAEE RB E hi R E 


sin 
< _ a — e zz 
n R (1 E) ， =R sO (7-158) 


该 裂纹 可 称 为 准 1/4 椭圆 裂纹 , 且 
sin 0 
TEST 


一 mn 人 1 -总 )eos 0 


Jn 中 十 [at - g )eos 中 


为 确定 ,首先 考虑 在 裂 
纹 扩 展 中 总 位 能 的 增 量 dr, 
令 虚 裂纹 扩展 形式 为 按 比 例 扩 
展 , 如 图 7 一 18 所 示 。 
da = adg, dc = cdg 
(7 - 160) 


sin # 


cos ó = 


(7 -159) 


7-18 裂纹 虚 扩 展 形式 为 
按 比例 扩展 
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式 中 ,g 为 裂纹 扩展 系数 ,所 以 在 这 种 情况 下 的 总 位 能 差 率 等 于 各 
无 限 薄 法 向 切片 总 位 能 差 率 的 积分 , 即 


dl =- | Garas =- Í Ki aras (7—161) 


drds = acp [R 0)dóde (1-162) 
1 


(1-163) 
将 式 (7 - 156) 及 式 (7- 162) 代 入 式 (7- 161) ,得 到 
df = 一 | Gdrds =—Eacvs (T + J jde 1-169 


c 


E, (2H H| ; Z a: 
pa Pi PCs k Sam pl 252 )sin se (g. 9)d9 
(7 - 165) 
E, /2H| . 3H š 
= <| 一 一 si ag 
JE, (3z p Epi Egz pn )eos (É Jao 
(7 - 166) 


2 — A Wi ARPA , p| H 18 BJ 38 Sa R T PEE A 23 PX £ Il 
载荷 "(o;9) 一 cot(O,9) ,并 将 总 势能 表示 为 


I =- | mdA =— af, t(o,g@)v(p,g)dA =— o na cv B 


Cete 1675 
式 中 ,A 为 裂纹 面积 ;o 为 裂纹 表面 的 载荷 ;t 为 其 分 布 函 数 ;0 为 
载荷 幅 值 , 即 广 义 力 。 同 时 ,有 


= 1 a 
B= zÍ z(p,Ph(p,9)dA (7 -168) 


而 在 裂纹 内 部 , 令 
hlp,9) = [hi (pp) + h; (p,@) ]/2 (7 -169) 
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p2 z i(ps9 Lh (Pp) +h: (p,@)JdA (7-170) 
由 于 虚 裂 纹 扩 展 形式 下 的 总 位 能 差 率 一 方面 等 于 各 无 限 薄 法 
向 切片 总 位 能 差 率 的 积分 ,而 另 一 方面 等 于 外 力 势能 的 变化 率 , 可 
得 到 一 个 关于 v 的 微分 方程 
Iw 1 2B Er yiI J 
Jat (2+ B 3)” z hle F ¢ ) 
这 样 , 便 得 到 了 关于 v 的 伯 努 利 方程 。wm 的 解答 为 
Li Saa Eur ra y u CEA: 
ep (2 T)ee de + (25) 


W Bo, Jo B? \a 


可 得 


v2 (7-171) 


ad 


(7 - 172) 


7.4.3 基本 方程 的 封闭 解法 


以 下 探讨 进一步 简化 v 的 封闭 解答 。 令 a/t Ej c/b 不 变 , 考 
虑 两 种 极端 情况 ( 见 图 7 - 19) 。 


a a c R° 
(1) z Of R RR 保持 不 变 , 即 co0 


十) 六) + 


1 
(zB) reas] C7 51139 
裂纹 可 看 作 沿 环 向 的 穿 透 裂纹 ,由 7.4.4 节 可 知 
Ww laS BaF (2) (7-174) 
p = 1 5 (7-175) 
v dg a/c=0 
则 
_ ma dB 
a = [@+Los+ SE] (7 - 176) 


271 


断裂 与 损伤 力学 


[| 


(a) c>>a (b) a>>c 


图 7-19 图 管 孔 边 角 和 裂纹 的 两 种 极端 情况 


(2) 上 一 0, 而 全, 已- ,六 保持 不 变 , 即 a 一 oo 


R''R 
(ala EELE] a+ 


1 
(B) reoeo] (1-177 
裂纹 可 看 作 沿 径 向 的 穿 透 裂纹 , H 7. 4.4 节 可 知 
vo |o= = BcF( 志 ) (7-178) 
p s= A dve (7 - 179) 
Yo dg | va-o 
则 
w | va-。 一 Fe [+L + SË] (7-180) 
1J c/a—0 £ 


然后 对 于 任意 a/c 值 , 进 行 变 量 分 离 如 下 : 


palira) la E ETE) _。 


(7 - 181) 
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mamaes(Tge)sa(q 8). 
将 式 (7 -181) 代 入 式 (7 -172) ,与 式 (7 -173) 及 式 (7 - 177) 
比较 ,并 考虑 到 v 为 状态 函数 ,与 g 无 关 , 有 
` č t ERS 
mi — += | ' š ss 2 
B "i R) ka z] (15182) 
将 式 (7 -176)、 式 (7 -180) 与 式 (7- 181) 代 人 上 式 , 可 得 
1 _ E, I E, J 


4 ° [Q+ Lo6oB+ E] ° Je+LoB+ 88] 


(7 - 183) 
上 式 计算 较 简单 。 但 若 要求 更 高 精度 ,也 可 以 对 任意 a/c 值 按 下 
式 进行 变量 分 离 , 即 


B = a(t) a EERE) 

(7-184) 
式 中 心 ( 人 ,起 ) 与 z( 二 ,及 ) 可 由 最 小 二 乘 方法 确定 。 分 别 由 
式 (7 -174) 与 式 (7- 178) 求 出 |。 与 wo IARC -182) 
即 可 求 出 ww。 另 外 ,总 能 量 释放 率 为 


dII x 21 工 J x: 
Ge =— z = Eao | =) (7 - 185) 


7.4.4 裂纹 张 开 位 移 模 态 


1, 含 边沿 裂纹 的 径 向 切片 
为 了 构造 三 维 裂纹 表面 位 移 模 态 , 首 先 考 虑 二 维 裂纹 表面 位 
移 ( 见 图 7 -20)。 与 7.2.4 中 第 2 条 所 述 含 边沿 裂纹 板 类 似 ,可 令 
含 边沿 裂纹 的 径 向 切片 裂纹 张 开 位 移 为 
273 


Q 断裂 与 损伤 力学 


全) 和 (全 党 ) 一 加 (te 人 全) 人 一生) + 
[1-4 (4)](1-2)*} (1-186) 
式 中 ,裂纹 嘴 张 开 位 移 v 为 
w 一 g geF() (7 -187) 
dva = Luda (7 -188) 
L= 144r (4)je(2) (7-189) 


a(g (0 aw 


{a) 径 向 切片 (b) 环 向 切片 
图 7-20 含 孔 边 角 和 裂纹 受 拉 贺 管 的 径 向 与 环 向 切片 
考虑 裂纹 前 沿 应 力 强度 因子 与 位 移 的 关系 ,可 得 
/($)= I($ )= Ki /evra (7-191) 
根据 又 加 原理 ,将 板 的 远 端 载荷 转化 为 裂纹 表面 载荷 o = 


ct(z), 可 采用 能 量 释放 率 方法 求 出 F(a/i , 即 
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(7 - 192) 
式 中 
， 
pú =f (1 一 三) coya Z (7 - 193) 
0 a a 
本 本 
m, -| (1 一 至) Ga Z (7 - 194) 
0 a a 


2. 含 孔 边 裂纹 的 环 向 切片 

根据 圣 维 南 原理 ,假设 在 环 向 切片 上 没有 径 向 位 移 , 且 不 同 环 
向 切片 的 层 间 切 应 力主 要 集中 在 裂纹 表面 附近 , 则 简化 后 的 壳 体 
基本 微分 方程 与 无 体力 的 平面 问题 形式 完全 相同 。 于 是 , 含 孔 边 
裂纹 的 环 向 切片 可 以 看 成 含 孔 边 裂 纹 平板 , 令 裂 纹 张 开 位 移 为 


nD =v 4a [gz z) (1 2) + 


R xR, Pı 

[11a (g R.) - 2) ]] (7-195) 
式 中 

x = É (EA) (7 - 196) 

c 2R` 
eE aun 

F(R 3R 
AE) Ti (7 - 198) 


根据 登 加 原理 ,将 板 的 远 端 载荷 转化 为 裂纹 表面 载荷 o(z) = 
oot(zx) ,可 采用 能 量 释 放 率 方法 求 出 下, 即 


F(E 2R` ) Var [` ol [zre w, 2R ) Jæ 


RaR) m, Jo L “zR; 
(lg) 079 
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式 中 
m =f (1- 三 ) xzod 三 ， ma =f (1-2) xd 三 
(7 - 200) 
同 理 , 含 表面 裂纹 的 环 向 切片 可 以 看 成 含 表面 裂纹 平板 , 见 
7 


3. 三 维和 裂纹 张 开 位 移 模 态 
假设 三 维 裂纹 径 向 \ 环 向 截面 的 模 态 分 别 与 具有 相同 几何 形 
状 与 载荷 分 布 的 二 维 穿 透 裂纹 张 开 位 移 的 模 态 相同 。 根 据 以 上 假 
设 , 并 使 径 向 、 环 向 裂纹 张 开 位 移 及 导数 沿 z 轴 、x 轴 与 裂纹 前 沿 
互相 协调 ,经 过 任 一 点 Ao, ,qo) 的 径 向 \ 环 向 截面 ( 见 图 7-16 和 
图 7-17) 裂 纹 张 开 位 移 分 别 为 
vi CP Po) = vhi (p, 9o), va Cop) = wh Cop) ` 
(1 - 201) 
式 中 
a R, 一 + 
hi (Prp) = [aa ($) Ie EE) t 


[1-41a (e) -R=e) ). 
faae + 
as (Rae) 
uia = |a (2) (1-28) + 
[i-a (£| - =e). 
fali) -E + 


p-egen) 
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因此 ,在 裂纹 前 沿 邻 域 ,由 式 (7 -153) 可 知 


H(p,9) = hop) + hš (o p) (7 - 203) 
且 在 裂纹 内 部 ,有 
joyp) = [hi(p,9) 十 各 (pg)]/2 (7 -= 204) 


继而 由 式 (7 - 165)、 式 (7 - 166) 5 (7 - 168) ME I, J , B, # H 
A (7 -182) 或 (7 - 183) ME w: AHAC -1560m K] 。 


7.4.5 典型 算 例 


应 用 以 上 所 述 原理 ,只 需 少量 机 时 即 可 获得 含 孔 边 裂纹 或 表面 
裂纹 圆 管 应 力 强度 因子 大 量 系统 的 结果 ,图 7 - 21 至 图 7 - 23 分 别 
给 出 了 圆 管 受 均 匀 载 荷 及 钉 载 情况 下 的 部 分 结果 。 虽 然 未 找到 其 
他 结果 进行 对 比 验证 ,本 方法 可 退化 为 平板 孔 边 角 裂 纹 情况 。 由 
7.2. 4 节 可 知 ,本 方法 结果 与 Newman 有 限 元 法 所 得 结果 基本 吻合 。 

3.50 


(R.—R)/R=0.2 3.00 (R,-R,)/R,=0.2 
alt=0.4, cla=0.2 alt=0.4, c/a=0.6 


Ë 2.50 ë 2.50 
É š 
ó 2.00 Š 2.00 c/R=0.20 
< < 
* iso 1.50 c/R=0.60 
ciR=0.20 cIR=1.00 
100 ciR=0.60 1.00 i 


图 7-21 加 管 孔 边 角 裂纹 的 应 力 强 度 因 子 ( 受 远方 均匀 分 布 载荷) 


本 章 所 提供 的 三 维 张 开 型 应 力 强度 因子 能 量 差 率 闭合 解法 具 
有 计算 效率 高 .适用 范围 广 的 优点 。 本 书 作 者 已 采用 本 方法 获得 
了 具有 工程 应 用 价值 的 系统 结果 ,由 于 篇 幅 所 限 , 未 能 一 一 列举 ， 
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(R,—R,)/R,=0.2 
alt=0.4, cla=0.2 


22.50 45.00 67.50 90.00 112.50 
9 


0.16, 
(R-R)3/R=02 
0.14 aft=0.4, cla=1.0 
0.12 cIR=0.20 


c/R=0.60 


e/R=1.00 


22.50 45.00 67.50 90.00 112.50 
o 


图 7-22 图 管 孔 边 角 裂 纹 的 应 力 强度 因子 ( 孔 边 受 正弦 分 布 载荷 ) 


(R,-R.V/R,=0.2 
9p=45.0 


0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 
alt 


(R,-R,yR,=0.2 
alc=1.0 


0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 
alt 


图 7-23 E 3 DES AE J 38 RE T (3350555 888) 
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可 查阅 相关 的 论文 ,如 含 偏 轴 有 裂纹 的 三 维 有 限 大 体 情 况 的 应 力 强 
度 因子 能 量 差 率 法 封闭 解 , 可 见 参考 文献 "5 。 所 得 部 分 结果 已 
被 应 力 强度 因子 手册 "采用 。 


[7.1] 


[7.2] 
[7.3] 


[7.4] 
[7.51 


[7.6] 


[7.9] 


[7.10] 
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第 8 章 三 维 应 力 强 度 因 


闭合 解法 a 


部 分 穿 透 厚度 的 剪 切 型 裂纹 在 工程 上 也 是 很 常见 的 。 对 于 这 
种 开 , 焉 复合 型 情况 ,目前 只 有 很 少量 的 应 力 强度 因子 解 。 在 第 
?7 章 中 ,介绍 了 半 解 析 - 半 工 程 的 能 量 差 率 解法 ,导出 了 非 穿 透 列 
POR 工 型 应 力 强度 因子 封闭 解 。 本 章 将 发 展 这 种 方法 ,以 解决 工 
程 中 常见 的 含 非 穿 透 裂纹 板 的 开 , 亚 复合 型 应 力 强度 因子 问题 。 

假定 在 物体 内 含有 一 个 椭圆 形 裂纹 ,在 远离 裂纹 处 物体 受到 
均匀 切 应 力 z 的 作用 ,如 图 8.-1(a) 所 示 。 将 这 一 问题 看 成 以 下 两 
种 情况 的 登 加 : 

其 一 是 在 远离 裂纹 处 受到 均匀 切 应 力 r+ 的 作用 ,而 在 裂纹 表 
面 上 作用 着 约束 力 的 情况 ,该 约束 力 与 无 裂纹 时 该 处 的 应 力 相 同 。 
显然 ,该 情况 相当 于 无 裂纹 体 受 应 力 + 的 作用 。 

其 二 是 仅 在 裂纹 表面 上 作用 着 松弛 力 的 情况 , 该 松弛 力 与 上 


(a) 原始 受 力 状态 (b) 等 效 受 力 状 态 


图 8-1 含 剪 切 型 椭圆 裂纹 的 有 限 大 体 受 力 状 态 的 等 效 转换 
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述 约束 力 大 小 相等 ,方向 相反 。 

据 此 ,问题 转化 为 求 当 裂纹 表面 受 切 应 力 时 的 应 力 强度 因子 ， 
如 图 8- ICb) 所 示 。 

为 简单 起 见 , 这 里 假定 裂纹 是 椭圆 形 的 ,对 于 非 椭圆 形 裂 纹 ， 
可 用 完全 类 似 的 办 法 求解 。 


8.1 含 全 椭圆 剪 切 型 裂纹 无 限 大 体 应 力 强 
度 因 子 能 量 差 率 闭合 解法 


8.1.1 和 虱 纹 表面 位 移 与 三 维 应 力 强度 因子 


对 于 在 椭圆 裂纹 表面 承受 均 布 = 方向 剪 切 戴 荷 r 的 无 限 大 
体 , 假 定 裂纹 表面 > 方向 剪 切 位 移 w 具有 燃 球 形 分 布 规律 , 即 


2 
wlr, z) = xo, N-37 (8-1) 


式 中 ,wo 为 裂纹 表面 中 心 处 的 最 大 位 移 。 令 裂纹 前 沿 任意 点 
P (zi ,zi) 的 法 线 方向 与 z 轴 夹 角 为 y, 则 椭圆 参数 方程 为 

Zi = asin ç, zı = ccos 9 (8-2) 
9 是 椭圆 裂纹 的 参数 角 , 则 

sin $ = csin g 

Vc sin g + a° cos? 9 
cos $ = a cos Q 
如 图 8 - 2 所 示 , 在 裂纹 前 沿 内 法 线 方向 上 , 距 裂 纹 前 沿 

PCzi'a) 点 为 了 的 一 点 坐标 为 


x = zi — rsin yy) 


(8-3) 


(8-4) 


x = z, — rcos yl 
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将 上 式 代 入 式 (8 - 1) ,并 考虑 到 
在 己 点 邻 域 r/a,r/ec 为 小 量 , 略 
去 高 阶 小 量 后 ,可 得 裂纹 前 沿 邻 
域 裂纹 表面 位 移 如 下 : 


[z z 
w = V2Zwo rsin y+ F reos $ 
c 


(8-5) 
将 式 (8 - 2) 与 式 (8 -3) 代 人 上 
式 , 可 得 
w = w SGS g@-- sin” 9 

(8-6) 
距 裂 纹 前 沿 PCzi ,zi) 点 的 法 线 方向 上 截取 一 个 无 限 薄 片 , 该 薄片 
含 穿 透 裂纹 ,假定 该 薄片 处 于 平面 应 变 状态 。 其 裂纹 纵向 剪 切 位 
移 可 分 为 两 个 分 量 :平面 剪 切 位 移 wos 少 及 反 平 面 剪 切 位 移 
wsin y。 与 第 7 章 相似 , 容易 证 明 这 两 个 分 量 在 裂纹 前 沿 
P(x ,zi) 点 邻 域 的 表面 位 移 与 应 力 强 度 因子 具有 如 下 关系 : 


2 


2 
Kį = =Í E ) 加 Varcog 9 十 czsinz p cosg 


4\l—v/ a 


图 8-2 椭圆 裂纹 前 沿 
法 线 的 几何 表示 


(8-7) 
2 
Ki = xg H Ja” cos, 9 十 czsin @ sin? $ (8-8) 
总 位 能 差 率 为 


7( E) Va’cos’ @ + c° sin° p cos $ + 


W 
1— c 


2 
au 2 VaTcos 9 十 czsinz ọ sin? $ (8-9) 
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因此 ,只 要 确定 了 w , 即 可 得 到 Ku 与 Ku + 
8.1.2 广义 裂纹 表面 位 移 幅 值 的 基本 微分 方程 式 


为 确定 w ,假定 在 裂纹 扩展 过 程 中 ,裂纹 前 沿 的 半 短 轴 与 半 
长 轴 的 扩展 是 按 比例 的 ,如 图 7- 3 所 示 。 


da = adg, dc = cdg (8-10) 
根据 投影 原理 ,在 这 种 情况 下 法 向 切片 的 裂纹 扩展 量 为 
dr = dasin gsin y+ dccos gcos % (8-11) 
裂纹 前 沿 PCzi zi) 点 与 P (zi + dz, ,zi 十 dzi) 点 间 的 弧 长 为 
ds = /C sin? g + a° cos? p (8- 12) 


总 位 能 差 率 等 于 各 无 限 薄 法 向 切片 总 位 能 差 率 的 积分 , 即 
G=% (E>) aros @+ sin? @ cos? $ + 


=g 


2 
Z [z Ex] vaos pF sint ç sin2% (8-13) 


E 
1— x 


/2 es a 2 a 
e= f /sinz 9 十 = os p (1—wsin' gdp (8-15) 
另 一 方面 ,对 于 线 弹 性 体 ,总 势能 还 可 表示 为 
H =— | zwaa 一 一 af, t(z,z)wlr,z)dA 一 一 Smacw, 


dl =—| Gdrds Sok 


dguidg (8-14) 
式 中 


(8-16) 
将 上 式 对 g 微分 并 与 式 (8- 14) 比 较 , 可 得 到 一 个 关于 w 的 
微分 方程 


(8-17) 
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8.1.3 基本 方程 的 封闭 解法 


式 (8 -17) 为 伯 努 利 方程 , 则 可 得 到 w 的 解答 


w 24 1—7 
"TB E 


由 式 (8 -18) 式 (8 - 7) 及 式 (8- 8), 即 可 确定 Ku ,Ku 如 下 : 
Kı = 百人 rs Za: cos? 2 十 czsinz p cosy (8-19) 


a (8-18) 


Ku = Ds £ Vacos g + esin g sin $ (8 - 20) 


图 8-3 给 出 onn nsn 


势 函 数 法 "所 得 解 重合 
h 


LO @W32ED awana 
0.8 
È 
H 
Z o6 cla=1.0 
F cla=0.6 
04 c/a=0.2 
0.2 
0 1 9 7 an 
o o 


图 8-3 £& ZE RR AtçE32 15 M A RE 38 BE AF 
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8.2 含 剪 切 型 裂纹 三 维 有 限 大 体 应 力 强度 
因子 能 量 差 率 闭合 解法 一 般 原理 


根据 合 加 原理 将 剪 力 由 远方 变换 到 裂纹 表面 上 ,并 沿 裂纹 主 
轴 即 = 轴 与 > 轴 方 向 分 解 。 只 需 讨论 剪 力 沿 z 轴 方 向 的 情况 ( 见 
8 一 1) ,而 甬 力 沿 x 轴 方向 的 情况 可 用 完全 类 似 的 办 法 求解 。 

当 剪 力 沿 = 轴 方 向 时 ,假设 裂纹 表面 位 移 也 沿 轴 方 向 。 这 
里 ,仍然 假定 裂纹 是 椭圆 形 的 。 


8.2.1 和 裂纹 表面 位 移 与 三 维 应 力 强度 因子 


对 于 含 裂纹 的 有 限 大 体 ( 见 图 8 -4) ,将 裂纹 表面 沿 z 轴 方 向 

的 位 移 w 写 为 如 下 形式 : 
W(X12) = wh(z,z), w (x,z) = w H(z,z) 
(8-21) 

式 中 ,h 5 H 为 裂纹 表面 位 移 模 态 函数 及 其 平方 ;roo 为 原点 处 的 
位 移 幅 值 , 即 广义 位 移 。 

在 裂纹 前 沿 P(z ,= ) 点 ( 见 图 8 -4(a)), 将 (zz) 展 开 为 
泰勒 级 数 , 略 去 高 次 项 ,可 得 


w (zr, z) =w [3E] < n) +| ,= z) ]= 


w (rza) Hw (zi ,z) (8 - 22) 
9 
w (zz) = wE a-a] 


2H (8:=23) 
wtona) = E| Gay] 
P. 
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RP wlr za), wsz) Sa AA P (z, , z ) ËL 3 8 (>, xz) 与 
(zi | z) 的 裂纹 剪 切 位 移 , 上 式 可 称 为 裂纹 表面 位 移 的 勾 股 定理 。 


A i a 
ra 


Q 


(a) 裂纹 前 沿 任意 点 (b) 型 纹 内 部 任意 点 
图 8-4 三 维 有 限 大 体 含 对 称 非 穿 透 裂纹 的 截面 
引入 任意 法 向 切片 ,如 图 8 - 2 所 示 。 其 裂纹 纵向 剪 切 位 移 可 
分 为 两 个 分 量 :平面 剪 切 位 移 wos 少 及 反 平 面 剪 切 位 移 wsin $, 


这 两 个 分 量 在 裂纹 前 沿 PC ,zi) 点 邻 域 的 表面 位 移 可 由 相应 的 
应 力 强度 因子 表示 如 下 : 


2 2 
w (mz ,z)cos? ó = 2K, w (zyz)sin2 ó = is, 
(8 - 24) 


式 中 ,EE, 为 杨 氏 弹性 模 量 ;Ap 为 剪 切 弹性 模 量 ;Ku 与 Ku #y3| 2 Hl 
型 与 开 型 应 力 强度 因子 。 
E, = E+(E, A 


E = E/(1—») (8-25) 
fe € [0,1] 
= E . 3 
=F (8-26) 


由 式 (8 - 21) 53% (8 - 22) 及 式 (8 - 24), 可 得 
Kt =F Eiu’? lm-+[H(z,z,) + 再 (z yz)]cos2% = 


x :/9H| . 3 五 
8 Ewi (3 Tosa 4 9z 


cos #)cos' % (8-27) 
P 
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> 


Ki 一 = wi lim +-[H(z,zi) + Hai +2) sin? y = 
2 r 


x ewi (2H 
2” warlp 


因此 ,只 要 确定 了 w 与 H(z,z), 即 可 得 到 K ,Kun 。 


8.2.2 广义 裂纹 表面 位 移 幅 值 的 基本 微分 方程 式 


cos #)sin' yy (8-28) 
P 


h a. 
sin y+ H 


为 确定 wo ,首先 考虑 裂纹 扩展 过 程 中 总 位 能 H 608 Ht an. 
假设 裂纹 按 比例 扩展 (如 图 7 - 3 所 示 ), 即 
da =adg, dc = cdg (8 - 29) 
在 这 种 情况 下 的 总 位 能 差 率 等 于 各 无 限 薄 法 向 切片 总 位 能 差 率 的 
积分 , 即 


dl = J, Garas = [F Eai (L +E) 


Zpacwi (C+) Jag (8 - 30) 


式 中 ,C 为 裂纹 前 沿 单位 厚度 法 向 切片 能 量 差 率 ;dr 为 该 切片 的 
裂纹 扩展 量 ;ds 为 该 切片 裂纹 前 沿 处 的 厚度 。 同 时 ,有 


I' = P E, lim IH ,z )cos: pdo 
= `= [Ë lim TH, z)cos: ddo 
N 8-31) 
I“ = al lim TH 2) sin yady 
J” = ef lim TH Cz ,z)sin? gdp 
式 中 ,9 为 椭圆 裂纹 的 参数 角 。 
而 另 一 方面 根据 合 加 原理 ,可 将 板 的 远 端 载 荷 转移 至 裂纹 表 
面 ,并 将 总 势能 表示 为 
I =Í rrudA 一 一 s| Cut, qA =— toxacwoB 
(8 - 32) 
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式 中 ,4 为 裂纹 面积 ;7 为 裂纹 表面 的 载荷 ;t(z,z) 为 其 分 布 函数 ; 
to 为 载荷 幅 值 , 即 广义 力 。 同 时 ,有 


B= 4f t(z,z)h(z,z)dA (8-33) 
xac 
将 式 (8 - 32) 对 g 微分 并 与 式 (8 - 30) 比较 ,可 得 到 一 个 关于 
wo 的 伯 努 利 微分 方程 


Iw 


gag + (2+5 3g)” z hl) 


8. 2.3 基本 方程 的 封闭 解法 


式 (8 - 34) 的 通 解 为 


apa SP asas 
wo TEB 8To 5 a 


EJ + 2ə⁄J `" je 
c 


+ 


avar + (a)l) -9 
以 下 探讨 进一步 简化 w 的 封闭 解答 。 令 a/t 与 c/ 不 变 , 考 


虑 两 种 极端 情况 。 
(1) a/c 一 0 
(二 | 一 [部 攻守 + 
(zB) Saa (8 - 36) 
裂纹 可 看 作 沿 宽度 方向 穿 透 的 二 维 裂纹 , 令 
1 dws 
! w dg PA (8-37) 
则 
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Ara dB 
w le = y~ efet] 8-38) 
(2) c/a—0 
1 st_ E, [s / J ° 人 
(zs)|,, ec[ Erl, S SSH 
1 
s) lisaa] G8-39) 
裂纹 可 看 作 沿 厚度 方向 穿 透 的 二 维 裂 纹 , 令 
Ly = L Si (8-40) 
wo dg |a 
则 
8mc dB 
OE ERRER OEN PO: E = 
w |o= = EF l +L) +S] (8-41) 
然后 对 于 任意 a/c 值 ,进行 变量 分 离 如 下 : 
EI’ +241" a t\ /2 
B° m( Eg) B? Jia aTi 
EJ’ + 2pJ `° n [z L a) 
B? m B' |; 


将 式 (8 - 42) 代 人 式 (8 -35) ,与 式 (8- 36) 及 式 (8 - 39) Iz $, 

并 考虑 到 w 为 状态 函数 ,与 g 无 关 , 有 
1 _ aes) lEt) 
wB (woB) | (woB) |..—o 
将 式 (8 - 38) 式 (8 -41) 代 入 式 (8- 43) ,可 得 
1 1 _ Er+2” 1 EJ +2" 
w 8 a[2+B +Ë] Se [ei Los+ SË] 
(8 - 44) 
上 式 计算 较 简单 。 但 若 要 求 更 高 精度 ,也 可 以 对 任意 a/c 值 按 下 

式 进行 变量 分 离 , 即 


(8 - 43) 
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El +2“ a EJ* + 2p⁄J `° 
B: c B? 
(EHE) a t ERE a 
(8 - 45) 
式 中 惰 ( 人 ,起 ) 与 a( 二 ,有 ) 可 由 最 小 二 乘 方法 确定 。 分 别 求 
出 Wo lum 5 Wo | we-o RAAG- 43) 即 可 求 出 Wo o 


8.2.4 裂纹 表面 位 移 模 态 


为 了 构造 三 维 裂纹 表面 位 移 模 态 ,首先 考虑 二 维 裂纹 表面 位 
移 ( 见 图 8 一 5)。 


(8) 反 平 面 剪 切 型 内 部 裂纹 b) 反 平面 甬 切 型 边缘 裂纹 (c) 平面 前 切 型 内 部 裂纹 


图 8-5 含 二 维 剪 切 型 裂纹 板 


与 张 开 型 裂纹 情况 类 似 , 若 已 知 图 8 - 5(a),(b) 情 况 下 的 应 
力 强度 因子 


Ks = ($ )z vza (8-46) 


可 用 能 量 释放 率 方法 确定 图 8- 5(a),(b) 情 况 下 的 裂纹 剪 切 位 移 
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[1 一 ze(4)](1- 系 ) ] (8-47) 


w = BaF (£), dws = L da, | 


若 已 知 图 8 - 5(c) 情 况 下 的 应 力 强度 因子 
Kir = r (%4 jeo Vaa, Ku = n (2.8 r, vra 


t 
(8 - 50) 


则 可 用 能 量 释放 率 方法 确定 图 8 — 5(c) 情 况 下 的 裂纹 剪 切 位 移 
¿=a e(0.2)(-2) + 2808.8) -2)' s 


f mE 8-50 


a 


式 中 
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(学)= [n(n (2) (E) 
F( 人 学)= r (E+)+ 
(tf -Af) le 


a 


(8-52) 
Wi = BaF (%,%), i 
n = [s(22)- a E 
dwo = L da, 
a 
toir EED] es) 
da 
(8 - 53) 


假设 三 维 问题 中 横 、 纵 截面 裂纹 表面 位 移 与 二 维 问题 中 具有 


相同 几何 形状 与 载荷 分 布 的 平板 裂纹 表面 位 移 的 模 态 相同 。 根 据 
以 上 假设 ,并 使 横 、 纵 切片 裂纹 表面 位 移 及 导数 沿 z 轴 、z 轴 与 裂 
纹 前 沿 互相 协调 , 则 经 过 如 图 8 - 4(b) 所 示 任 一 点 A(z,z) 的 横 、 


纵 截面 裂纹 表面 位 移 为 
xe (z,z) = wh, (zz) (8-54) 
zz (z,z) = xo h; (z ,z) (8-55) 
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式 中 


因此 ,在 裂纹 前 沿 邻 域 ,由 式 (8 - 22) 可 知 
H(z,z) = hf (zi sx) +h (zi ,z) 
且 在 裂纹 内 部 ,有 
h(z,z) = [hi (z,z=) + h,(z,z)]/2 


(8-56) 


(8-57) 


(8-58) 


(8-59) 


继而 由 式 (8 - 31) 与 式 (8 - 33) ME T,J,B, 并 由 式 (8 - 44) 5 


式 (8 - 27) .sK(8 -28) 确 定 w 与 Kn ,Ku + 


8.2.5 典型 算 例 


8-6 给 出 了 本 方法 与 交替 迭代 法 所 得 结果 的 比较 。 本 方 


法 与 现 有 少量 结果 符合 得 很 好 。 


局 断裂 与 损伤 力学 


— 


2 


0.8 alc=0.8 
alc=0.6 
Ë d 
Koe alc=02 
< 


alt=0.2,c/b=0 
v=0.25 i 
n /4 x/2 /4 nl2 


p o 


图 8-6 £2 T H H E S E SS B B EE 
差 率 法 与 交替 迭代 法 结果 比较 


8.3 含 偏 心 裂纹 三 维 有 限 大 体 应 力 强度 因 
子 能 量 差 率 闭合 解法 


8.3.1 裂纹 表面 位 移 与 三 维 应 力 强 度 因子 


对 于 含 偏心 裂纹 的 有 限 大 板 ( 见 图 7 - 11) ,将 裂纹 表面 沿 x 
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轴 方 向 的 位 移 芭 分解 成 关于 z 轴 对 称 与 反对 称 的 形式 , 即 
(zz) = wohi(z,z) (i = 1,2) (8 - 60) 
w (z,z) = uñu H ; (xz) (isj = 1,2) (8-61) 
RP, h 与 h; 分 别 为 关于 z 轴 对 称 与 反对 称 裂纹 前 切 位 移 模 态 
函数 ,wo 与 wz 分 别 为 相应 的 位 移 幅 值 , 即 广义 位 移 。 
在 裂纹 前 沿 P (zi ,zi) 点 ,将 w (zyz) 展 开 为 泰勒 级 数 , 略 去 
高 次 项 ,可 得 


ƏH; 
az 


w (x,z) = [| (TI 一 ZT1) 十 G— =) ]= 
P P 


w (r,z,) +w (zi sz) (8-62) 
RP, wsz) wlr D) AAAA PCzi ,zi) 横 向 及 纵向 截面 的 
裂纹 剪 切 位 移 。 上 式 可 称 为 裂纹 表面 位 移 的 勾 股 定理 。 
引入 任意 法 向 切片 ,其 裂纹 纵向 剪 切 位 移 可 分 为 两 个 分 量 : 平 
面 剪 切 位 移 wcos 少 及 反 平 面 剪 切 位移 wsin y。 这 两 个 分 量 在 裂 
纹 前 沿 P(zi,z:) 点 邻 域 的 表面 位 移 可 由 相应 的 应 力 强度 因子 表 
示 如 下 : 


: 8 K à 8 Ki 
w (x, z)cos $= 下 及” (zz)sinz ó = ap 
(8-63) 


式 中 ,下 ,为 广义 杨 氏 弹性 模 量 ;/ 为 剪 切 弹性 模 量 ;Ku 与 Ku 分别 
为 下 型 与 焉 型 应 力 强度 因子 。 
由 式 (8 - 61) 与 式 (8 - 62) 及 式 (8 - 63) ,可 得 


Kà = Z Ehusanu; limT LH; (z,z) +H, (z, z) ]cos ġ 
Ki = Fp wwa lim HCH, (z,zu) + Hy Cri z) Jsin' g 


(8 - 64) 
因此 ,只 要 确定 了 zw 与 H; (zx ,zx), 即 可 得 到 Ky ,Ky 。 
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8.3.2 广义 裂纹 表面 位 移 幅 值 的 基本 微分 方程 式 


为 确定 wo; ,引入 两 种 虚 裂 纹 扩 展 形式 ,如 图 7 - 12 所 示 。 
(1) 按 比例 扩展 
da = adgı, dc = cdg, (8 -65) 
在 这 种 情况 下 的 总 位 能 差 率 等 于 各 无 限 薄 法 向 切片 总 位 能 差 率 的 
积分 , 即 


dn =— Í Gdrds = [ZE awi (E +25)+ 
Z pacwh (U +4) Jae, (8-66) 


式 中 ,G 为 裂纹 前 沿 单位 厚度 法 向 切片 能 量 差 率 ;dr 为 该 切片 的 
裂纹 扩展 量 ,ds 为 该 切片 裂纹 前 沿 处 的 厚度 。 同 时 ,有 


Erg 
Í = È lim LH, (zn) |j=icos’ ydy 


J: = [|Ë tim IH, aa) |;= cos° pdo 
š; (8-67) 
Is = a| Ë lim 1H, (2,2) |-isinzydy 
g s [Ë lim 1H, a +z) |j-isinzydp 
1 m0 
式 中 ,yp 为 椭圆 裂纹 的 参数 角 。 
而 另 一 方面 根据 又 加 原理 ,可 将 板 的 远 端 载荷 转移 至 裂纹 表 
面 ,并 将 总 势能 表示 为 


H =— | zwaa 一 一 af, t(m,z)xo(z,z)dA =— tnacwoB, 
(8 - 68) 
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式 中 ,A 为 裂纹 面积 ;7 为 裂纹 表面 载荷 ;zt(z,z) 为 其 分 布 函数 ;m 
为 载荷 幅 值 , 即 广义 力 。 同 时 


B, = fadhaa (8-69) 
zac 
将 式 (8 -68) 对 g, 微分 并 与 式 (8 -66) 比 较 , 且 令 
=, — B=B 十 5B， (8 -70) 


Woz 
I= f +Ë +E) 
: (8-71) 
J= J: +ëJ: +#Ur +J) 
可 得 到 一 个 关于 wo 的 微分 方程 


Iwo | S= E, d; Ji 2 Es 
3 + (2 十 w 一 = +£ Jw: (8-72) 


(2) 刚性 平移 


P) 


š df = fdg: (8-73) 

由 于 这 种 虚 弄 纹 扩 展 形式 下 的 总 位 能 差 率 一 方面 等 于 各 无 限 

薄 法 向 切片 总 位 能 差 率 的 积分 ,而 另 一 方面 等 于 外 力 势 能 的 变化 
率 , 可 得 到 如 下 关于 zw 的 另 一 微分 方程 式 


Deu y (1 (oe 


3g: B 3g: ToB \a ë 
(8-74) 
式 中 
M= M° +M" 
i (8-75) 


N= N° +N 
1 
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= af E, lim lH Cz,z )cos gcos’ ¿de 
E, — r 


š 


< 


-= af lim Halsa )cos psin’ gdo 
0 
E (8-76) 
N" = ef = lim lir, ,z)cos gcos’ pdo 
E, —° r 


N” = | lim TH ,z)cos psin’ gdp 
m0 


8.3.3 基本 方程 的 封闭 解法 


以 上 得 到 了 关于 wi 5 w 的 两 个 一 阶 非 线 性 方程 组 
式 (8 -72) 与 式 (8 -74)。 应 当 指出 ,实际 上 $ 比 1 小 一 个 数量 级 ， 
Jm ë 比 1 小 两 个 数量 级 。 在 分 析 与 计算 中 ,可 以 取 I= hF 
受 对 称 载荷 的 情况 ,B= B,。 因 此 式 (8 - 72) 可 视 为 伯 努 利 方程 ， 
则 可 得 到 wo 的 解答 , 即 
+- esj- E "(T +Z)e dg + (5) 


Wo 8T Jo B? \a w B 


《8 =77) 
以 下 探讨 进一步 简化 wo 的 封闭 解答 。 令 a/t 与 c/b 不 变 , 考 
上 处 两 种 极端 情况 。 
(1) a/c 一 0,0->0, 裂 纹 可 看 作 沿 宽度 方向 穿 透 的 二 维 裂纹 


(=) NEE Se [ = (5 ) |. e dgr + 


1 
[B | (8:518) 
(2) c/a—>0,0—=/2,, 83 EX B| E VE E BE Jy FEER 


an) el ana 


Tà 
(mB) naian aR 
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然后 对 于 任意 e/c 值 ,进行 变量 分 离 如 下 : 


I 十 全 J 
a nafis) ha tlari) 


式 中 ,m( 扣 ,二 ) 与 4 (三 , 卫 ) 可 由 最 小 二 乘 方法 确定 。 
HRG -80) 代 入 式 (8 -77) ,与 式 (8-78) 及 式 (8 - 79) 比 较 ， 


并 考虑 到 wo 为 状态 函数 ,与 z, 无关, 有 
Eb 
"(2 "É ) 


wa B ” CB) lao L C0 B) |< 
在 由 式 (8 -81) 得 到 wo 的 解答 后 , 即 可 根据 式 (8 - 74) 确 定 E 
如 下 : 


cya 一 0 


(8-80) 


(8-81) 


(8 - 82) 


8.3.4 裂纹 表面 位 移 模 态 


假设 三 维 问题 中 横 、 纵 截面 裂纹 剪 切 位 移 的 对 称 与 反对 称 部 
分 的 模 态 ,分 别 与 二 维 问题 中 具有 相同 几何 形状 与 载荷 分 布 的 平 
板 裂纹 表面 位 移 的 对 称 及 反对 称 部 分 的 模 态 相 同 。 根 据 以 上 假 
设 , 并 使 横 、 纵 切片 裂纹 表面 位 移 及 导数 沿 z 轴 、z 轴 与 裂纹 前 沿 
互相 协调 , 则 经 过 任 一 点 (z,z) 的 横 、 纵 截面 裂纹 表面 位 移 为 
xo (z,z) = zuoihii(Czyz)， w:(x,z) = wohzi (XT,z) 
(8-83) 
式 中 
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> (8-84) 


(8-85) 


na ($4) [e(t + 
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式 中 ,ni 二 2;B(z) 二 1 一 z ;a 的 推导 与 张 开 型 裂纹 情况 类 似 , 见 


8.2.4 节 。 
因此 ,在 裂纹 前 沿 邻 域 ,由 式 (8 - 60) 至 式 (8 - 62) 可 知 
Hi, (z,x) = hš, (z ,z) + hà (z) +z) 
H,;,(z,z) = hh} (zi sx) + h>; (zi >z) | 
Hi, (z,z) = hu(zi,z)hr (zi ,z) + ha (zi sz) hz (zi + z) 


(8-86) 
且 在 裂纹 内 部 ,有 
h.(z,z=) = [hi (z,z) + h; (z ,z=)]/2 (8-87) 
继而 由 式 (8 - 67) 至 式 (8 -71) 与 式 (8 -75)、 式 (8 -76) 确 定 L.J, 
B,M,N, 并 由 式 (8 -83)、 式 (8 - 84) 与 式 (8 - 64) 确 定 ru 与 
Ku Ku. 


8.3.5 典型 算 例 


8-7 与 图 8-8 给 出 了 两 种 典型 情况 下 本 方法 所 得 系列 结 
果 中 的 少量 结果 。 


1.2 


flb=0.4 alc=0.5 t/b=0.3 


e=0° 


Ë 0.8 @=180° 
È 

506 @=45° 
x w=135 


0.4 
0.2 
0 0.2 04 06 08 0 0.2 04 06 08 
alt alt 
(a) c/b=0.42 


图 8-7 & 33238 S KLIE 32 39 5) 5; J) Pl 3k i Sñ SR. 
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fib=0.8 alc=0.1 wb=!1 1.2 b=0.8 alc=0.1 t/b=1 


1.0 
ọ=0* 
08 o=180 Ë 
H ° š 
Z 0.6 pa Zo. 
š a š 
04 
0.2 
0 02 04 06 08 
alt 
(b) c/b=0.1 


图 8-7 含 深 埋 椭 加 裂纹 板 受 均匀 草 力 时 本 方法 结果 ( 续 ) 


1.2f f/b=0.4 al/c=0.5 t/b=0.3 1.2f f/b=0.4 alc=0.5 w/b=0.3 
v0° 
@=180° 


p=45° 
p=135° 


0 0.1 0.2 0.30.40.5 0.60.7 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
alt alt 


(a) c/b=0.42 


图 8-8 含 表面 半 椭圆 裂纹 板 受 均匀 剪 力 时 本 方法 结果 
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12[ fib=0.8 tib=0.1 alc=1 1.2f f/b=08 t/b=0.1 ab=1 


e=0° 


(b) c/b=0.1 


图 8-8 £ EE SR SE 5) 5 J Bi 28 Jy ik th 8 E) 


8.4 含 孔 边 裂 纹 圆 管 应 力 强 度 因 子 能 量 差 
率 闭合 解法 


8.4.1 和 裂纹 表面 位 移 与 三 维 应 力 强度 因子 


对 于 含 孔 边 裂纹 圆 管 ( 见 图 8 - 9), 将 裂纹 表面 位 移 写 为 如 下 
ÉR: 
w(r,2) = wh(z,z) (8 - 88) 
式 中 ,wo 为 原点 处 位 移 幅 值 ;h (x,z) 为 裂纹 表面 位 移 模 态 函 数 。 
因此 ,有 
w(x,z) = w H(z,z)] 
(8 - 89) 
H(z,z) = h’ (x.z) j 
式 中 ,H(z,z) 在 裂纹 前 沿 为 零 , 且 二 次 可 导 。 
如 图 7 -16 所 示 , 假 设 孔 是 顶点 为 O 的 圆锥 台 孔 ,这 对 于 管 壁 
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图 8-9 含 孔 边 裂 纹 受 扭 辕 管 
较 薄 的 轴 是 可 以 接受 的 。 经 裂纹 前 沿 任意 点 P, 引 入 三 种 截面 : 径 
向 截面 1 - 1、 环 向 截面 2 - 2 及 法 向 截面 3 - 3。 在 裂纹 前 沿 附 近 ， 


法 向 、 径 向 和 环 向 截面 相应 点 的 直角 坐标 分 别 为 
x= x, —rsin(@ +ø), z = z, — rcos(@, +4), r= PA 


x = zí — Tı COS @ + z 一 zi 十 risin fi» r = PA, 
r; = PA, 
(8 - 90) 
将 这 些 截面 裂纹 表面 位 移 的 平方 展开 为 泰勒 级 数 , 略 去 高 次 项 ， 
可 得 
wp =— [SË 


£= xz, — rsin pi， z 一 ZI 一 rzcos 9p, 


cos(g@, + Z) ] 
P 


f 3H 
pin(g 十 办 十 Jz 


(8 -91) 
2 [2H aHa 
w (pp) 地 | 完 pos P — Jz I sin Pı þ 
(8 - 92) 
w (p ,@) =— ws [ 实 psin p+ 2H pS P ] 
(8-93) 


式 中 ,ni 二 rsin grz =rcos J。 由 以 上 三 式 可 看 出 
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w (p,9) = w (p, ,@) +w op) (8 - 94) 
上 式 可 称 为 裂纹 剪 切 位 移 的 勾 股 定理 。 
法 向 截面 裂纹 剪 切 位 移 可 分 为 两 个 分 量 : 平 面 剪 切 位 移 
wcos REPENTE wsin %。 这 两 个 分 量 在 裂纹 前 沿 P 点 
邻 域 的 前 切 位移 可 由 相应 的 应 力 强度 因子 表示 如 下 : 


2 i 2 P A _ 8 Ka 
w (0, @)cos° $ = x E w (p, @)sin° $ = = =” 


(8-95) 
式 中 ,w 为 剪 切 弹性 模 量 ; E, 为 法 向 切片 的 广义 杨 氏 弹 性 模 量 ,可 
写 为 


E = E —⁄) 
fp) € [0,1] 
由 式 (8 -95) 与 式 (8 -91), 可 得 


2H 
3x 


E, = E+ (E, — E) fp) 
| (8 - 96) 


K =— g Eef 


sin(P + g) + 2H cos( p, + p |eosty 
P z |p 


(8 - 97) 


š a š 9 Ç 
Ki =- F [FE sinp +g) +u posCP + Jsir? yg 
(8 - 98) 


因此 ,只 要 确定 了 w 与 H(zx,z), 即 可 得 到 Ku ,Ku 。 
8.4.2 广义 裂纹 表面 位 移 幅 值 的 基本 微分 方程 式 


图 8 - 10(b) 是 一 含 孔 边 裂 纹 圆 管 的 截面 图 ,为 了 与 平板 情况 
相 统 一 ,假设 它 是 由 图 8 - 10(a) 经 保 角 变换 o= 而 来 , 即 
AE RS ERE (8-99) 
=y", z =z +iy 
EQ 8 - 10(a) 为 含 1/4 椭圆 角 有 裂纹 的 矩形 截面 ,在 裂纹 前 沿 ， 
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(a) 含 1/4 椭 四角 发 纹 的 矩形 裁 面 (b) 含 孔 边 裂纹 贺 管 截面 


图 8-10 由 和 矩形 板 到 圆 管 的 保 角 变换 
zZ =a" sin 0y =c" cos 9, 因此 , 圆 管 孔 边 角 裂 纹 前 沿 的 方程 为 
六 这 Rà)”. pı = fos (8-100) 
1 1 


可 称 为 准 1⁄4 椭圆 裂纹 , 且 
e . 
a l pR sin 6 l 
Nieee] + [a(i] 
N, —In(1— g )cos 0 


[总 sm o] + [ml =g )eos o] 
(8-101) 


为 确定 zw ,首先 考虑 在 裂纹 扩展 中 总 位 能 的 增 量 dil, < E 
裂纹 扩展 形式 为 按 比例 扩展 ,如 图 7- 18 所 示 , 即 
da = adg, dc = cdg (8 - 102) 
式 中 ,g 为 裂纹 扩展 系数 。 在 这 种 情况 下 的 总 位 能 差 率 等 于 各 无 
限 薄 法 向 切片 总 位 能 差 率 的 积分 , 即 
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2 
dI f Garas = [1 Ki aras (8-103) 


drds = acp (十 0) ddg (8- 104) 
1 


(总 人 = (1 总 ) ”swe(1 一 十) + 
uco mn 人 1 -É) ]) (8 - 105) 
将 式 (8 -97)、 式 (8-98) 及 式 (8 - 104) 代 入 式 (8 - 103) ,得 到 
dl =- Í Gdrds =— [g Eacwi (L +E )+ 


Fnacwi (T +E) Jag (8 - 106) 


cos Ji 一 2u 
P Pı GE3 


Sin g )sin pcos? vp(g 8) 
(8-107) 
sin p )sin* w (g9) 
(8 - 108) 


2H) os g — 2E 
š Pı 3z 


r =) Eilas 


I 2H 3 — A 
psin A + Jz |, os Pı )eos wlk »8)a0 


(8 - 109) 


.. aH aH š 
J = j [S= sin p +E] oos p jcos ysin? gp (g 0)46 
(8 - 110) 


另 一 方面 ,根据 个 加 原理 ,可 将 板 的 远 端 载荷 转化 为 裂纹 表面 
载荷 r(o,9p) = rot(o,9), 并 将 总 势能 表示 为 


H 一 一 | zwaa 一 一 s|. t(0,g)xo(p,g)dA =— Tora cw, B 


(8-111) 
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式 中 ,4 为 裂纹 面积 ;7 为 裂纹 表面 的 载荷 ;i 为 其 分 布 函数 ;nm 为 
载荷 幅 值 , 即 广义 力 。 


RS z] tCp,Ph(p, pdA (8- 112) 
而 在 裂纹 内 部 , 令 
hlp,9) = [hi(p,9) + h; (0, @) ]/2 (8-113) 
可 得 
E= ==] Ke PLh Cop) + hog) JdA (8-114) 
由 于 虚 裂 纹 扩展 形式 下 的 总 位 能 差 率 一 方面 等 于 各 无 限 薄 法 


向 切片 总 位 能 差 率 的 积分 ,而 另 一 方面 等 于 外 力 势能 的 变化 率 , 可 
得 到 一 个 关于 rw 的 微分 方程 


m. eh i)e C [@s( + E) 


(8-115) 
这 样 , 便 得 到 了 关于 w 的 伯 努 利 方程 。rw 的 解答 为 
1 $ 1 f1 /E, I° +241" 
wo =s fl a 5 R 


aL — d dg + (a 


Mal 


(8-116) 


8.4.3 基本 方程 的 封闭 解法 


以 下 进一步 简化 zw 的 封闭 解答 。 令 a/t 与 c/ 不 变 , 考 虑 两 
种 极端 情况 ( 见 图 8 - 11) 。 


a) 人 一 0， 而 和 ~ 保持 不 变 , 即 cc 


PR $ 
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1 2g gf . 
(z5) a/c-o u [ 4, (F) ae a de’ + 
1 
(zB) sa] (e=) 
裂纹 可 看 作 沿 环 向 的 穿 透 裂纹 。 由 8.4. 4 节 可 知 
wo |o= = BaF ($) (8 - 118) 
s2 dus (8-119) 
xo dg |a/co 
则 
4roa dB 
o = ———— F (2 +L,)B - 
wo |= = 1 PK +LOB+ Z ] 8-12 


(a) >a (b)a> c 


图 8-11 贺 管 孔 边 角 裂 纹 的 两 种 极端 情况 
D 二 一 0, 而 和 ,站 ， 雯 保持 不 变 ， 即 a—co 


-2° 
dg’ + 


sao =e[- ah (z) 


(zs)|. | (B21 
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裂纹 可 看 作 沿 径 向 的 穿 透 裂纹 , 由 7.4.4 节 可 知 


wo | weno = BF (站) (8-122) 
1 dw 
= m (8 - 123) 
3 wo dg | cao 
则 

8roc dB 
aa Sn [LDB H E] (g=124 
wo loeo al FE; +Ë] ( ) 


然后 对 于 任意 a/c 值 , 进 行 变量 分 离 如 下 : 
ED tal m £ )( 玫 一 )| 


c 'R' B° 
(Ce) 


(8 - 125) 


即 可 确定 mm( 公 ,站 与 (£8). 
HAG- 125) 代 入 式 (8- 116) ,与 式 (8- 117)、 式 (8- 121) 比 
较 , 并 考虑 到 wo 为 状态 函数 ,与 g 无关, 有 
有 
wB (wB) |,..o (wo B) |o 
将 式 (8 - 120) 与 式 (8- 124) 代 入 式 (8 - 126) ,可 得 
1 _ 1 _ BI +2a' pE HW 


(8 - 126) 


T T 


(8 - 127) 
上 式 计算 较 简单 。 但 若 要求 更 高 精度 ,也 可 以 对 任意 a/c 值 按 下 
式 进 行 变量 分 离 , 即 
E, I’ +21" a EJ — JJ `° 
B? c B? 


+ 


(8 - 128) 


310 


第 8 章 ”三维 应 力 强 度 因 子 能 量 差 率 闭合 解法 一 一 
剪 切 型 裂纹 


Rpom( 2 i )S (AE ) 可 由 最 小 二 乘 方法 确定 。 分 别 由 
式 (8 - 118) 与 式 (8 - 122) 求 出 w | 与 us leo A 
式 (8- 126) 即 可 求 出 woo 


8.4.4 有 裂纹 表面 位 移 模 态 


1. 含 边沿 裂纹 的 径 向 切片 
为 了 构造 三 维 裂 纹 表面 位 移 模 态 ,首先 考虑 二 维 裂 纹 剪 切 位 
移 ( 见 图 8 -12)。 与 8.2.4 节 第 2 条 所 述 含 边 沿 裂纹 板 类 似 , 若 已 
知 应 力 强度 因子 
ka =$ jeva 
则 裂纹 反 平 面 剪 切 位 移 可 表示 为 如 下 形式 : 


wa =wa[2.z)= w [28 (2) -2) + 


a 


[1-2 (#)]( -5)!) (8 - 129) 


式 中 
-人 ci 
F($)= s | (ze) (Z: 1)29() 
(8-131) 
mı N 1 EE 
=i (8-132) 
m = 5 (0-3) t(z)d = 
H 


w = BaF (4) (8- 133) 
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(a) 径 向 切片 (b) 环 向 切片 


图 8-12 含 孔 边 角 镜 纹 受 扭 贺 管 的 径 向 与 环 向 切片 


dw = L da (8-134) 


pr ea (8 - 135) 


2. 含 孔 边 裂纹 的 环 向 切片 

根据 圣 维 南 原理 ,假设 在 环 向 切片 上 没有 径 向 位 移 , 且 不 同 环 
向 切片 的 层 间 切 应 力主 要 集中 在 裂纹 表面 上 , 则 简化 后 的 壳 体 基 
本 微分 方程 与 无 体力 的 平面 问题 形式 完全 相同 。 于 是 , 含 孔 边 裂 
纹 的 环 向 切片 可 以 看 成 含 孔 边 裂 纹 平板 。 若 已 知 应 力 强度 因子 


c” 2R` 
Ki =R. TR): VT (8-136) 


即 可 用 能 量 差 率 方法 确定 裂纹 剪 切 位 移 
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wp =w (f RE) 


ju 


式 中 


(8 - 138) 


== |ü) og m= fa- ioa 
(8-141) 
同 理 , 含 表面 裂纹 的 环 向 切片 可 以 看 成 含 表面 裂纹 平板 , 见 
8.2.4 节 。 
3. 三 维 裂 纹 张 开 位 移 模 态 
假设 三 维 裂 纹 径 向 、 环 向 截面 的 模 态 分 别 与 具有 相同 几何 形 
状 和 载荷 分 布 的 二 维 穿 透 裂纹 的 模 态 相同 。 根 据 以 上 假设 ,并 使 
径 向 \ 环 向 裂纹 表面 位 移 及 导数 沿 z 轴 、z 轴 与 裂纹 前 沿 互相 协 
调 ,经 过 任 一 点 A(po ,po) 的 径 向 、 环 向 截面 ( 见 图 7- 16) 裂纹 表面 
位 移 分 别 为 
to (P:P) = wh Pp), w: (œP) = woh: (mp) 
(8-142) 
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式 中 
now =a (S-E 
Cm 
lia (iR (02) + 
[L-R] 
8-143) 
map =a (t) (78) + 
) Nee ł 
1- 2a (4) ][1- (# =e) ] 上 
“(go (E) + 
[i-a (a-g) h 8-144) 
因此 ,在 裂纹 前 沿 邻 域 ,由 式 (8 - 94) 可 知 
H(e,@) = hile pi) + hš (p, ,9) (8-145) 
且 在 裂纹 内 部 ,有 
h(o,@) = [hi (p,p) + h;(p,9)1/2 (8-146) 


继而 由 式 (8 - 107) 至 式 (8 - 110) 55 3 (8 - 114) 确 定 I 


1. J; 


J… ,B, 并 由 式 (8 - 126) sk sÇ (8 - 127) ME rw, 再 由 式 (8 - 97). 


式 (8- 98) 确定 Kr,Kn。 


8.4.5 典型 算 例 


应 用 以 上 所 述 原理 ,只 需 少量 机 时 即 可 获得 含 孔 边 裂纹 圆 管 
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应 力 强度 因子 大 量 系统 的 结果 。 图 8- 13 及 图 8-14 给 出 了 圆 管 
受 均匀 载荷 情况 下 的 部 分 结果 。 虽 然 未 找到 其 他 结果 进行 对 比 验 
证 ,但 本 章 方法 可 退化 为 平板 孔 边 角 裂 纹 情况 ,由 8. 2.4 节 可 知 ， 
本 章 方法 结果 与 交替 法 所 得 结果 基本 吻合 。 


(R,—R)/R=02 (R 一 RARi=0.2 
alt=0.2 1.00 alt=0.2 


v 0.80 c/R=1.00 
š c/R=0.80 
i cIR=0.60 
x c/R=0.40 

Cy /R=0.20 

0.20| 

0.00 00 .00 

o 
1.00f (R-RJ)R=02 ` 1.00f (R,-R./R 0.2 
alt=0.2 alt=0.2 


9=90.0 


9=45.0 


(b) a/c=1.0 


图 8-13 针管 天 边 角 虱 纹 的 应 力 强度 因子 ( 受 远方 均匀 分 布 载荷 ) 
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本 章 所 提供 的 三 维 剪 切 型 应 力 强度 因子 能 量 差 率 闭合 解法 具 
有 计算 效率 高 .适用 范围 广 的 优点 。 本 书 作者 已 采用 本 方法 获得 
了 具有 工程 应 用 价值 的 系统 方法 与 结果 ,由 于 篇 幅 所 限 ,未 能 一 一 
列举 ,可 查阅 相关 的 论文 ,如 含 偏 轴 裂 纹 的 三 维 有 限 大 体 情 况 的 剪 
切 型 应 力 强度 因子 能 量 差 率 法 封闭 解 ,可 参见 参考 文献 [8.2]。 本 
方法 所 得 部 分 结果 已 被 应 力 强度 因子 手册 “3 习 采 用 。 


120 1.20 (R—R)/R 0.2 
(R,-R.)/R,=0.2 alt=0.4, 4 =0.3 
1.00| alt=0.4, u =0.3 


alc=0.2 


alc=0.6 


a/c=1.0 


me 


Kalt 


图 8-14 [JAB SRB 08 28 B+ 
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断裂 力学 从 裂纹 运动 状态 看 可 以 分 为 两 类 : 驻 止 裂纹 断裂 力 
学 与 扩展 裂纹 断裂 力学 。 在 驻 止 裂纹 问题 方面 ,力学 模型 已 经 基 
本 定型 ,分 析 方 法 还 可 以 进一步 发 展 。 在 扩展 裂纹 问题 方面 ,力学 
模型 的 建立 尚 处 于 研究 与 发 展 阶段 。 

扩展 裂纹 断裂 力学 从 载荷 施加 情况 看 又 可 分 为 两 类 :单调 加 
载 下 的 扩展 裂纹 断裂 力学 与 重复 加 载 下 的 扩展 裂纹 断裂 力学 。 在 
单调 加 载 扩 展 裂纹 问题 方面 , 自 20 世纪 70 年 代 以 来 ,国际 与 国内 
著名 学 者 以 弹 塑 性 力学 为 基础 进行 了 深入 研究 ,并 取得 了 显著 进 
展 。 在 重复 加 载 扩展 裂纹 问题 方面 ,过 去 只 有 以 实验 为 基础 的 经 
验 公式 。 从 20 世纪 80 年 代 中 期 以 来 ,本 书 主编 及 其 合作 者 们 引 
人 了 宏观 损伤 力学 ,对 疲劳 裂纹 的 萌生 与 扩展 进行 了 计算 力学 与 
分 析 力学 的 研究 ,为 将 这 方面 的 工作 从 实验 与 经 验 的 水 平 提升 到 
理论 高 度 ,并 推广 用 于 单调 加 载 情况 ,做 了 一 定 的 工作 。 

本 章 旨 在 介绍 宏观 损伤 力学 本 构 关 系 的 理论 ,为 关于 扩展 裂 
纹 的 研究 提供 基础 。 


9.1 计 及 损伤 耦合 效应 的 本 构 关 系 


9.1.1 各 向 同性 损伤 情况 


对 于 无 损伤 的 各 向 同性 材料 而 言 , 线 弹 性 本 构 关系 具有 如 下 
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形式 : 

Oj = GAOueu + 286; 9=1) 
式 中 ,0; 与 ;分 别 为 应 力 与 应 变 分 量 ;4 与 p 为 拉 梅 常数 ,并 分 
别 有 


E E g 
dT S G= qay (2) 


式 中 ,E 为 杨 氏 弹性 模 量 ;x 二 G 为 前 切 模 量 ,而 ”为 泊 松 比 。 
为 了 便于 分 析 , 对 于 各 向 同性 材料 ,可 以 引入 一 个 损伤 变量 
D, 用 以 描述 在 加 载 历程 中 任意 时 刻 的 材料 损伤 。D 可 被 定义 为 
E-E» 
E 


A 


D= (9-3) 


式 中 ,Eo 是 材料 含 损伤 时 的 杨 氏 弹性 模 量 , 它 应 在 0< Ep < E i 
围 内 变化 。 显然,D 应 该 在 0< D<1 范围 内 变化 。D 亦 可 被 称 为 
损伤 度 。 
由 式 (9 -3), 有 
E» = (1 — DE (9-4) 
进一步 ,假定 v 值 与 损伤 度 D 无 关 , 则 由 式 (9 -2) 与 式 (9-4) 
可 得 材料 含 损伤 时 的 拉 梅 常数 Mo 与 Ko 如 下 : 


ào = (1—D)A, #o = (1 — Dp (9-5) 
以 式 (9 -5) 中 的 Ap 5 o 分 别 代替 式 (9- 1) 中 的 人 与 4, 则 可 
得 计 及 损伤 耦合 效应 的 本 构 关 系 
or = (1— D)(6,A0wey 十 2pez) (9-6) 
定义 连续 度 2 如 下 : 
一 1 一 D (9-7) 


9 RAE OSK 范围 内 变化 。 由 上 式 , 可 知 式 (9 - 4) , 式 (9 -5) 
与 式 (9 -6) 分 别 变 为 

Ep = E 9-8) 

Ào = pà, pp=9p (9-9) 

Oj = @(à, AÓ, e, + 286; ) (9-10) 
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式 (9 -6) 与 式 (9 -10) 就 是 在 单 损伤 变量 前 提 下 计 及 损伤 看 
合 效应 的 本 构 关系 。 此 时 ,材料 的 失效 判 据 为 D=1 与 8 一 0。 
进一步 ,将 应 力 与 应 变 均 分 成 偏 量 与 球 量 , 即 
Oj = (s; — OjO m) Oo = s; + Ojon 
Ej = (Ej — OEn) Oen = e; + Še, 
RP s 55 e; 分 别 为 应 力 偏 量 与 应 变 偏 量 ;cv 与 s。 分别 为 平均 正 
应 力 与 平均 正 应 变 。 


(9-11) 


1 
3 kk 
j i (9-12) 
W = Bren £= 3e 
于 是 ,由 式 (9- 1) ,可 知 
Sy = 2pes = 2Ge; 
On = (32 + 2)eg,, = 3Ke,, 
从 而 , 当 材 料 无 损伤 时 , 线 弹性 本 构 关系 为 
s; = 2G(e; — Oem) 十 3KOjen (9- 14) 
当 材 料 有 损伤 时 , 剪 切 模 量 与 体 变 模 量 为 
Go =G — Dc), Kp= K(l1—Dx«k) (9-15) 
这 时 ,以 式 (9-15) 中 的 Go 与 Ko 分 别 代 替 式 (9 - 13) 与 式 (9- 14) 
中 的 G 与 K, 有 


(9 -13) 


s; = 2G(1 — De)es 
mm = 3K(1— Dk)e,, 


(9-16) 


从 而 
s; = 2G — De) (e; — ÒjEm) + 3K(1 — Dr )ÒjE m (9-17) 
式 (9 -16) 与 式 (9 -17) 即 为 在 双 损 伤 变量 前 提 下 计 及 损伤 看 
合 效应 的 本 构 关系 。 引 和 人 连续 度 gc =1 一 De 5 gk = 1—Dk, 
式 (9-17) 变 成 
O; = Gpo (e; — Oen) 十 3Kpk8jiew (9-18) 
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9.1.2 各 向 异性 损伤 情况 


对 于 初始 各 向 同性 材料 而 言 ,由 于 体 元 在 不 同方 向 面 元 上 会 
经 历 不 同 的 应 力 史 ,同时 在 不 同方 向 线 元 上 会 经 历 不 同 的 应 变 史 ， 
故 由 此 造成 的 损伤 往往 是 各 向 异性 的 。 目 前 ,在 这 一 方面 ,国内 外 
研究 工作 者 已 经 取得 不 少 成 果 。 为 了 工程 应 用 的 方便 ,本 书 作 者 
提出 一 个 杆 系 结构 ( 即 梅 架 ) 模 型 ,用 以 模拟 与 替代 实际 的 受 损 介 
质 体 元 的 力学 功能 ,并 由 此 而 建立 计 及 各 向 异性 损伤 耦合 效应 的 
本 构 关系 。 
对 于 图 9 - 1(a) 所 示 边 长 为 U 的 介质 正方 体 元 ,可 以 采用 
图 9-1(b) 所 示 的 具有 相同 形状 与 尺寸 的 析 架 代替 它 。 该 术 架 包 
括 两 类 杆 件 : 棱 边 杆 与 面 心 对 角 杆 。 其 计 及 损伤 耦合 效应 的 本 构 
关系 为 
N, = K.e.A. (9-19) 
Na = Kipuba (9 - 20) 
式 中 ,N. 5 Na, K, 5 Kap 5 pu 以 及 A. 5 A, 均 分 别 为 棱 边 杆 
与 对 角 杆 的 轴 力 .无 损 刚 度 .连续 度 以 及 伸 长 量 。 
下 面 首先 讨论 检 架 模型 与 介质 正方 体 元 之 间 的 变形 一 致 性 。 
对 于 介质 正方 体 元 而 言 , 位 移 分 量 u 与 应 变 分 量 6 具有 如 下 关系 : 
ðu; 


du; 二 = 


1 (2u; 
2 (aa 

cj dz, + w; dz; (9=21) 
在 略 去 与 变形 无 关 的 体 元 刚性 转动 后 , 即 令 wj =0, 式 (9 - 21) 
变 成 


+Z )az; + Es Zu )dz, = 


Zj Iri 


du; = e; dz; (9-22) 
由 于 介质 正方 体 元 内 应 变 场 是 均匀 的 ,在 略 去 体 元 体 心 位 移 , 即 略 
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(a) 介质 正方 体 元 (b) 入 架 模型 


图 9-1 介质 正方 体 元 及 其 析 架 模型 
去 与 变形 无 关 的 体 元 刚性 移动 后 ,积分 式 (9 - 22) ,有 
u, = yx) (9 - 23) 
IR 8 HT 38 88 353 55 Jt A E D Ik G EE — EROR , i R (9 - 
23), P| (9 fi 28 Ti A 12345 y t 518652 TE yt 03 8 in F : 
u = 人 (ee +e, 十 es) 
u? = (一 se + Ey 十 ee) 
u = (人 (一 er — Ey + Er) 
u = Lleu — Ey — Er ) 
u? = Ies + Ey 一 se) 
u® = I(— Ex + Ey + Er) 


ui” = I(— e; — Ey 一 Eee) 


(9-24) 


ui = (e; — Ey 一 ee) 
式 中 ,下 标 i 分 别 指 z,y 与 z 轴 ; 上 标 为 顶点 编号 。 
下 面 给 出 梅 架 各 杆 伸 长 量 与 顶点 位 移 分 量 的 关系 。 连 接 顶 点 
a 与 8 的 杆 件 伸 长 量 Aw 应 为 
As = [u I, HuPl, Hul] — lul, Hul, Hul] 


(9-25) 
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RP, Ll, 与 4: 表示 由 点 a 指向 点 8 的 射线 的 方向 余弦 。 利 用 
式 (9-24) 与 式 (9-25), 可 以 分 别 得 到 棱 边 杆 与 对 角 杆 的 伸 长 量 
如 下 : 


Aiz = As = As = As = leue 
Au = As = Az = As = | (9 ~ 26) 
As = As = An = Aus = 2les 

An = As = /21(e,, + ey 十 2eo) 

An = As = V2l lEn F Ey — Eny) 

As = Az = V2l(ey + es + 2E) 


As = As = V2l(e,, + En — 2E ) 


(9 - 27) 


bis = Ar = V2l(es + err + 2er) 
Azs = Ass 一 V2L(e< 十 eu — Enr) 
AE ERRERA 5SN UE J Ik GË J — SEE, HRI 


虚 功 应 为 
óW, 一 804 (ose + 0,,de, + G, Še, ) + 


160 (0,,6e,, + Op ÒE + 0.. ÒE ) (9-28) 
HRAD EH W, 包括 两 个 部 分 
SW; = ôW, + SW, (9-29) 


式 中 ,5W. 与 9W , DAER 2 FF 55 A AFRI A 31 ED ,并 分 别 为 
ôW, =4 (NA 十 NusA + NisdAs) (9-30) 
SW =2(Nia3A + Na dAz + NisdAis + 
Nss ôA + NiedAis + NzsdAzs) (9-31) 
将 式 (9 - 26) 与 式 (9 - 27) 进 行 变 分 ,并 将 所 得 的 结果 分 别 代 入 
式 (9 - 30) 与 式 (9 - 31), 继 而 再 将 所 得 结果 代 人 和 人 式 (9 - 29) ,有 
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W, 一 [8Na 十 2VZ(Nu 十 Na + Ni + Ns) 1 6e, 十 
[8N 十 2VZ(Ni + N. Ns + Nis) Ji ëe,, 十 
[8Nis 十 2V2(Ni + Ns + Ny + N;;) Jt òn 十 
4V2(Nis — Ns)l6e, + 4 /2 (Nis — Nas )l õe + 
4VZCNis — Nu )l de,, (9 -32) 
和 
= èW, (9 -33) 
将 式 (9 - 28) 与 式 (9 - k o: 33) ,并 考虑 到 应 变 变 分 , 即 
虚 应 变 3e 的 独立 性 ,可 得 


Ciga 4 [m+ EN + Ns 二 Nie 二 Nis) ,| 


oy = Z [Na + 2 (No + Net Na + No) | 


4 
1 
Oa = [s+ Ns +N. +N. +N.) | 
>(9 - 34) 
o, = 1 YE (Na — Na) 


Oy = z g Ns — Na) 


EBP H BE ZJ R1 E 00 HR OE 462 E, 
将 式 (9 -26) 与 式 (9 - 27) 分 别 代 入 式 (9 - 19) 55 22 (9 - 20), 
并 将 所 得 结果 代 人 式 (9 - 34), 同 时令 
K, = K./Ë 
K, = K,/ËÉ 


324 


o = [2K.9s + + Kuta + pis + Pis + pes Jez + 


On = | 2Kpn HEK. Cn + Pu + Pis +e) Jez + 
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TK. + gaen + K.G + 95)8s + 


Kal(pie — Pes Eu + Kal Pis — Par Eny 


t 
2 
Kal Pis — Pes Eny + Kal Pis 十 ps) Ey 


Kapis + Pien + + Kuta + Puen + 


IKa Cpi + Podeu HEKI Cpu 十 gew + 
Kal Pis — @s)e, + Kal Pis 一 Pos Eu 
= É Kalpu — #a)(e, Hen) + K.C@ + Pien 


ss L Kilpi — Pes ) (es 十 ec) + K.(@s + Prs ) Ear 


= EKn — Pa VEn + ew) + Kulpis + Pu Eny 
(9-35) 


RE VEKRA XERE K. 与 KK, 取 值 问题 。 在 无 损伤 


时 , 式 (9- 35) 应 退化 到 以 下 经 典 的 线 弹 性 本 构 关 系 
Oj = ÖjA nEn 十 2pey 
另 一 方面 ,在 无 损伤 时 H REI ERRA 
Pa = 1 
这 时 , 式 (9 - 35) 具 有 如 下 形式 : 


(9-36) 
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au = (2K, + K.2e,, + Ka 
s, = (2K. + Kaen 十 天 20 
cu = (2K. + Ka)es + Kd 


(9 -37) 
s, = 2Kue , 
Ou = 2Ke, 
gy = 2K,, 
式 中 ,6 为 体积 应 变 ,并 有 
0 =e, +€, + En (9-38) 
对 比 式 (9-36) 与 式 (9-37), 有 
2K. + K, = 2# (9 -39) 
a 二 A (9-40) 
K, 一 人 (9-41) 
进一步 ,考虑 到 
à= ario (9-42) 
pm = (9-43) 
由 式 (9 - 39) . 式 (9-40) 与 式 (9 -41), 可 得 
1 
VET (9-44) 
K.= E (9-45) 
“ 5 
K, 一 ŻE (9- 46) 


以 上 分 析 表 明 : 

Q 在 无 损伤 时 , 梅 架 模型 可 以 模拟 介质 单元 线 弹 性 本 构 关 
系 , 并 给 出 符合 实际 的 泊 松 比 ; 

© 在 有 损伤 时 , 杭 架 模型 可 以 体现 介质 单元 计 及 各 向 异性 损 
伤 耦合 效应 的 本 构 关系 ; 

@ 对 初始 各 向 同性 材料 , 检 架 模型 包含 九 个 损伤 度 , 其 中 三 
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jiin 


个 是 属于 棱 边 杆 的 ,六 个 是 属于 对 角 杆 的 。 


9.2 损伤 热力 学 与 损伤 演化 方程 


9.2.1 损伤 热力 学 


损伤 热力 学 可 以 理解 为 含有 损伤 内 变量 的 不 可 道 过程 热力 
学 。 当 介质 运动 速度 足够 小 时 ,由 热力 学 第 一 定律 所 得 到 的 能 量 
守恒 方程 为 


S€ = a Si ypt% Sq. (9-47) 


式 中 ,p 为 介质 质量 密度 ;e 与 y 分 别 为 单位 质量 介质 所 包含 的 内 
能 与 所 释放 的 热量 ;q; 为 单位 时 间 内 、 单 位 面积 上 热 通 量 的 分 量 。 
为 将 式 (9 -47) 转 变 成 为 全 微分 的 形式 ,引入 单位 质量 介质 粹 ;的 
时 间 变 化 率 , 即 
ee pet anta S tv SE 
式 中 ,7T 为 热力 学 温度 ;eg 为 塑性 应 变 分 量 ;D, 为 介质 的 第 & 个 损 
伤 分 量 ;Y, 是 当 dD, /d=1 ,而 其 他 损伤 分 量 对 时 间 的 演化 率 为 零 
时 在 单位 体积 介质 中 所 消耗 的 功率 , 即 第 & 个 损伤 驱动 力 分 量 。 
考虑 到 式 (9- 48) ,可 将 式 (9- 47) 改 写成 为 以 下 形式 ， 
de de‘? ds dD, 
PT de O u Y a 
AP. 为 弹性 应 变 分 量 , 并 有 
eP = e, — eP (9-50) 
为 将 式 (9 - 49) 转 变 成 全 微分 形式 ,引入 单位 质量 介质 自由 能 
fB 


) (9- 48) 


(9- 49) 


f =e— Ts (9-51) 
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于 是 


df _ de _ yds _dT z 
u dd dr d (952) 


考虑 到 式 (9 -52) ,可 将 式 (9- 49) 写 成 以 下 形式 : 
d de‘? dT dD, 
pfs o dt PS d Yd 
式 (9-53) 就 是 全 微分 的 形式 。 该 式 表明 ,自由 能 f 应 为 状态 变量 
多 与 工 以 及 内 变量 Dk 的 函数 , 即 


(9~53) 


f = fee T.D) (9 -54) 
从 而 
df _ af d ardT ar dD, 
dr er dr CIT dr + ID, de (e 59) 


对 比 式 (9-53) 与 式 (9-55), 有 
(ea JE L (esF+ 8 )Sr + (ef y) =o 


ae dt dt dt 
(9~56) 
考虑 到 def? /dt,dT/d 与 dD, /dT 的 任意 性 ,由 式 (9 - 56) 可 知 
s; = p26 9-57) 
i 
A =- p£ (9-58) 
Y, = (9-59) 


进一步 ,热力 学 第 二 定律 所 表达 的 不 等 式 的 微分 形式 为 
ds __ dy aq 1 aT 


eri +e u To (9-60) 
将 式 (9 - 48) 代 入 式 (9 - 60) ,有 
(p) 
a, a +r -H >o O -61) 
式 (9 -61) 是 普遍 成 立 的 。 因 此 ,可 知 
a; 8 > 0 (9 - 62) 
w. de: = 
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y, $D, >0 (9-63) 
dt 
aT: 
qi FP 
AO- 62) 55 sÑ (9 - 63) 分 别 表明 ,塑性 功 耗 散 率 与 损伤 功 耗 
散 率 均 为 非 负 量 。 而 式 (9- 64) 则 表明 ,热量 总 是 由 高 温 区 流向 低 
温 区 。 


=q*VT=|qllVT|coa<0 (9-64) 


9.2.2 损伤 驱动 力 
现在 ,只 限于 讨论 等 温 过 程 。 此 时 ,单位 体积 自由 能 pf 等 于 
单位 体积 应 变 能 W, 即 
ef =W = f" ode (9-65) 


在 单 损伤 变量 的 情况 下 ,可 以 将 计 及 损伤 耦合 效应 的 本 构 关 
系 写成 一 般 形式 : 


o; = (1 — D)C;u€u (9-66) 
RP Cu =C. HTE EEA A 
Ciu = Dòu + (0,09, 十 2.0) (9- 67) 


将 式 (9 - 66) 代 入 式 (9 - 65) ,路 去 一 次 加 载 产 生 的 损伤 演化 ， 
经 积分 可 得 


w = LA- D)Coeue, (9-68) 

由 式 (9 - 59) 与 式 (9 - 65) ,可 知 
-5 (9-69 

将 式 (9 -68) 代 入 式 (9-69), 有 
Y = $Cowene, (9-70) 


上 式 表明 ,对 于 单 损伤 变量 的 情况 , 当 以 应 变 表示 应 变 能 时 ,损伤 
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驱动 力 Y 等 于 不 计 损伤 时 的 单位 体积 应 变 能 。 
由 式 (9- 11), 可 将 单位 体积 应 变 能 写 为 


M M 
w =f" oyde; = G5 + 800m) dbes + 9.) = 
0 o 


AM M 
f s de, +3| ¿ (9-71) 


在 双 损伤 变量 的 情况 下 ,由 式 (9 - 16), 计 及 损伤 耦合 的 本 构 
关系 为 
中 一 (1 一 Do)2Goj， s, = (1 一 Dk)3Ke。(9-72) 
将 式 (9 - 72) 代 人 式 (9 -71) ,可 得 


M M 
w= a — DosG ede, + (1— Deo9K enden 
; I 


(9 -73) 
引入 等 效应 变 s. 
e= Fejes 9-74) 
可 知 
ejde; = Fede, (9-75) 


将 式 (9-75) 代 人 式 (9-73)， sos 可 得 
W = (1— De) Ge +A D) +Ke,, (9 -76) 


2 
从 而 ,由 式 (9 -59) . 式 (9 -65) 与 式 (9-76), 有 
Y. -— SP: = 30" (9-77) 
Yx =- = $ Ke, (9 -78) 
引入 等 效应 力 o. 
ae = Žssy ç9 = 719) 


考虑 到 式 (9- 72) 与 式 (9 -74), 可 得 
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o, = 3G(1 — D.)e, (9 - 80) 
另外 ,由 式 (9-72), 可 知 
ov = 3K(1 一 Drk)e。 (9-81) 
于 是 , 式 (9 -77) 与 式 (9 -78) 可 分 别 改写 为 
OTIDE NOES = 
Yo = G= DO” PeR 
= 1 = 一 
Yk = KO DO: (9 - 83) 


9.2.3 损伤 演化 准则 


为 了 确定 损伤 演化 率 , 不 仅 需要 建立 损伤 驱动 力 的 表达 式 ,还 
需要 建立 损伤 演化 准则 ,包括 损伤 起 始 演化 准则 以 及 损伤 后 继 演 
化 准则 。 现 以 双 损 伤 变量 情况 为 例 研究 这 一 问题 。 

首先 ,建立 损伤 起 始 演化 准则 。 以 Y, 5 Y, 分 别 表示 Yo 与 
Yk, 则 损伤 起 始 演化 准则 为 

F(Y Y.) = ko (9-84) 
式 中 ,Yo 为 损伤 起 始 演化 时 损伤 驱动 力 分 量 ;Ao 295 Yio A Yao te 
值 无 关 的 材料 常数 。 

FCr ,Y, ) 可 以 称 为 损伤 演化 函数 。 而 损伤 起 始 演化 准则 , 即 
式 (9 -84) ,在 Y, ~Y: 坐标 系 中 表现 为 一 条 曲线 ,可 称 之 为 损伤 起 
始 演化 曲线 Co ,如 图 9- 2 所 示 。 

由 损伤 起 始 演化 曲线 与 两 个 坐标 轴 Y, 及 Y, 所 形成 的 曲线 
三 角形 OAA, 以 外 的 区 域 称 为 损伤 演化 的 可 行 区 。 当 
点 (Yi,Y;) 位 于 该 可 行 区 内 时 ,材料 方 开 始 出 现 损 伤 。 

材料 常数 ko 可 以 理解 为 损伤 起 始 演化 的 门槛 值 , 它 可 由 最 方 
便 的 实验 确定 ,如 Y=0 的 纯 前 实验。 于 是 ,由 式 (9 - 84) 可 知 

ko = F(Yiuo,0) = H(Y imo) (9 - 85) 
式 中 ,Yiuo 为 纯 剪 情况 下 损伤 起 始 演化 时 Y or TAE. 
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损伤 演化 可 行 区 


Z x dy 。 损伤 起 始 演化 曲线 


图 9-2 损伤 起 始 演化 曲线 


为 了 进一步 研究 损伤 后 继 演 化 问题 ,又 需 建立 加 载 准则 。 为 
此 ,讨论 如 图 9 - 2 所 示 情 况 , 即 当 损 伤 驱 动力 矢量 Y=üY +Y, 
的 终点 在 损伤 初始 演化 曲线 C, 上 时 ,dyY 一 二 dyY; +i, dY, 的 以 下 三 
种 情况 : 

O dy 指向 损伤 演化 的 可 行 区 内 部 ; 

© dY 指向 损伤 演化 的 可 行 区 外 部 ; 

@ dy 指向 损伤 演化 的 可 行 区 边界 。 

以 上 三 种 情况 依次 称 为 :加 载 \ 印 载 以 及 中 性 变 载 。 以 n 表示 
损伤 起 始 演化 曲线 C,。 上 面 指向 可 行 区 的 法 线 方向 单位 矢量 , 则 以 
上 三 种 情况 可 表示 为 

O FY, ,Y:) =K, ned >00 
| (9-86) 


FY, Y) =K, n.df<o0 
@ FY, Yı) =K, nedy=0 
在 中 性 变 载 的 情况 下 ,有 


9 
dF = Say; + AEA: = 0 (9 -87) 


引入 下 的 梯度 向 量 vVF , 则 式 (9 - 87) 变 成 
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VF+dY = 0 (9 - 88) 
于 是 ,对 比 式 (9 - 86) 的 第 三 式 与 式 (9 - 88) ,可 知 
VF= tn (9 - 89) 


考虑 到 式 (9 - 89) ,可 将 式 (9- 86) 写 成 如 下 形式 : 
O F(Yi,Y,) = K, VF-dY>0 
@ F(Y, .Y,) = K, VF. s<) (9-90) 
@ F(Y1,Y,) = K, VF+-dYy=0 
然后 ,建立 损伤 后 继 演 化 准则 。 这 个 准则 的 数学 形式 可 以 假 
设 为 
F(Y,,Y;,) = k(W,) (9-91) 
式 中 ,损伤 演化 函数 F(Y, ,Y, ) 与 损伤 起 始 演化 时 相同 ,门槛 值 
则 是 与 损伤 功 耗 ,有关 ,而 与 Y fü Y, 的 比值 无 关 的 材料 函数 。 
Ws 的 定义 为 


D 
W, -| (YidD, +Y;dD,) (9- 92) 
A 


损伤 后 继 演化 准则 , 即 式 (9 - 91) , 亦 表现 为 在 Y ~Y: 坐标 中 的 一 
条 曲线 或 曲线 族 ,可 称 之 为 损伤 后 继 演化 曲线 族 C, 如 图 9 -3 
所 示 。 


图 9-3 损伤 后 继 演化 曲线 
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材料 函数 k(W4) 可 以 理解 为 损伤 后 继 演 化 的 门槛 值 , 它 可 由 
最 方便 的 实验 确定 ,如 纯 剪 实验 。 于 是 ,由 式 (9 -91) 可 知 
kWa) = F(Yua 0) = H(Yw) (9 -93) 
进一步 ,在 纯 剪 条 件 下 ,可 以 证 明 ( 参 见 9. 2.4 节 ) 


2 
Ya =Y. [1+ (7) ]= 1w» (9 -94) 
ltbo 
将 式 (9 - 94) 代 入 式 (9 - 93) ,可 得 
kW,) = HLI(W,)] (9-95) 


9. 2.4 损伤 演化 方程 一 一 时 间 型 


对 于 多 损伤 变量 情况 ,损伤 演化 率 应 该 被 视 作 矢量 如 下 : 

ec si SD: (9-96) 

首先 ,确定 损伤 演化 率 矢量 的 方向 。 根 据 热力 学 第 二 定律 ， 
可 知 


v-r) SD >o (997) 


式 中 ,Y。 是 不 随时 间 改 变 的 矢量 。 此 矢量 端点 位 于 损伤 演化 区 外 
或 损伤 演化 区 边界 上 ,如 图 9-4 所 示 。 由 式 (9 -97) ,利用 归 廖 证 
法 ,可 以 断定 : 

O 损伤 起 始 与 后 继 演化 曲线 是 凸 曲线 ; 

© 与 损伤 演化 曲线 上 点 (Yi ,Y;) 相 对 应 的 损伤 演化 率 矢量 指 
向 该 点 外 法 线 方向 。 

以 上 两 项 结论 示 于 图 9 - 4。 根据 结 论 @ 与 式 (9 - 89) ,可 知 

dD 


= tn = nv F(Y,,Y;) (9 — 98) 
dD: _ ,oF u 
TIF (9 -99) 


然后 ,确定 损伤 演化 率 矢量 的 大 小 。 令 
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了 一 h -一 (9 -100) 


则 式 (9 -99) 可 以 写成 
dD, _ , 2F dF 


TA AET (9 - 101) 
根据 损伤 后 继 演化 准则 式 (9 - 91) ,采用 求 和 约定 ,有 
> FE dWp dD, z 
de k' (Wp) 1 = k'(Wp)Y, r 97102) 
将 式 (9- 102) 代 人 式 (9 -.101) ,可 知 
dD, aF dD, R 
q h yE WY, T (9 - 103) 
将 上 式 两 边 乘 以 Yi ,有 
dD, , aF dD, B 
Y, hk Wo) Sy Y (Y, q) (9-104) 
考虑 到 
dWo _ y, dD, _ y dD, ee 
de = Y, dz = Y, qr (9 - 105) 
式 (9 - 104) 变 为 
aF， _ 
hk’ (Wo) Sy, + = 1 (9 - 106) 
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从 而 ,可 以 得 到 待定 函数 h 如下: 
1 


= 一 一 一 一 一 (9 - 107) 
7 aF 
KWo) Sy, 
将 式 (9 -107) 代 回 式 (9 - 101), 即 可 确定 损伤 演化 率 分 量 的 


表达 式 


2F dF 
aa z s TT F7 (9 - 108) 
D) ay 
进一步 ,当下 是 了 了 与 Y, 的 n 次 齐 次 函数 时 ,有 
ay, = (9 - 109) 
于 是 , 式 (9- 108) 可 简化 为 
aF dF 
qD aye di, (9-110) 


dz nFk (Wp) 
损伤 演化 函数 可 以 表示 成 损伤 驱动 力 与 Y; 的 如 下 齐 次 
函数 ， 
F(Y,,Y,) = (Yr pe Yr) (9-111) 

m+1 P 


式 中 ,p,m 与 为 待定 的 材料 常数 ,并 将 由 以 下 提 到 的 实验 方法 
确定 。 从 而 有 


IÈ _ Sa OF xy" z 
yY yY (9-112) 
dF _ ƏF dY, , a9F dY: m dY, m dY 
r y aty, eTA T) 
9-113) 


函数 (W. CE 2412, 5 Yi fl Y, H HAE, H H 
纯 剪 实验 确定 。 在 此 情况 下 ,有 


D, De 
W, = Í YadD = Í Ya db; (9- 114) 
o 0 
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式 中 ,Yow 为 在 纯 剪 情况 下 损伤 后 继 演 化 时 Yo 的 门槛 值 。 由 
式 (9-82) ,可 知 


Yoa = (=s) = Yos (1) (9-115) 


式 中 ,oo 为 在 纯 剪 情况 下 材料 等 效应 力 门 槛 值 ;Ycuo 则 是 在 纯 剪 
情况 下 损伤 起 始 演化 时 Yo 的 门槛 值 。 显 然 ,有 


Ycuo - (9 -116) 
将 式 (9- 115) 代 入 式 (9- 114), 可 得 
1 
W = Yom (7; !) (9 -117) 
由 式 (9-115) 与 式 (9- 117) 消 去 (1 一 Dc), 有 
Yes = Yom + (2) ] (9 -118) 
由 式 (9- 93) 与 式 (9- 111) ,可 知 
3 š: 
k(W,) = (ia (9-119) 


将 式 (9 -118) 代 入 式 (9 - 19) ,函数 k(W,) 具 有 如 下 形式 : 
kWa) = (aaf + (2) J” (9 - 120) 


由 于 k(W.)1C85E 12647 H RO - 120) 可 用 于 非 纯 剪 的 
一 般 情 况 。 这 时 


W, = YidD, + J: Y,dD, = K YedD。 +f” YrdDx« 


(9-121) 
以 Yo 与 Ye 表示 损伤 起 始 演化 曲线 上 点 的 坐标 ,它们 应 该 满足 
式 (9 - 84) , 即 
FlYo Yk) = ko (9 - 122) 
考虑 到 式 (9- 111), 上 式 变 为 
Z EIC + eY EEN (9 - 123) 
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式 中 
(9-124) 


Yo = 


这 里 ,ao 与 cw 分 别 为 非 纯 剪 情况 下 损伤 起 始 演化 的 等 效 与 平均 应 
力 , 即 门槛 值 。 由 式 (9 - 123) 可 知 ,oo 与 cm 的 大 小 与 它们 的 比值 
有 关 。 

将 式 (9- 121) 代 入 式 (9- 120) ,可 以 肯定 ,&(W,) 是 损伤 变量 
的 函数 。 


(9 - 125) 


9, 2.5 损伤 演化 方程 一 一 循环 型 


上 面 得 到 了 在 单调 加 载 情 况 下 材料 损伤 度 对 时 间 上 的 演化 率 
表达 式 。 下 面 将 建立 在 重复 加 载 情况 下 材料 损伤 度 对 载荷 循环 次 
数 N 的 演化 率 。 一 个 载荷 循环 包括 加 载 与 印 载 两 个 阶段 。 只 有 
在 加 载 阶段 材料 才 会 产生 损伤 演化 。 在 一 个 载荷 循环 内 加 载 阶段 
的 损伤 演化 可 以 通过 损伤 度 对 时 间 演 化 率 的 积分 得 到 。 积 分 变量 
为 时 间 ,积分 下 限 与 上 限 分 别 为 最 小 载荷 与 最 大 载荷 作用 的 时 间 ， 
如 图 9-5 所 示 。 

应 当 指出 ,对 于 多 个 损伤 内 变量 的 情况 ,一 般 而 言 , 不 能 得 到 
上 述 积分 的 解析 形式 。 为 此 ,引入 比例 加 载 条 件 ,而 这 一 条 件 在 多 
数 工 程 问题 中 都 是 客观 存在 的 。 进 一 步 , 对 多 次 使 用 的 结构 材料 
而 言 ,损伤 演化 是 一 个 缓慢 的 过 程 。 因 此 ,在 进行 每 一 循环 中 的 时 
间 积 分 时 ,可 将 被 积 函数 中 的 损伤 度 视 为 常数 。 

对 比例 加 载 情况 ,可 将 等 效应 力 o, 与 平均 应 力 o。 写成 如 下 
ÉR: 

o = wlt), On = Gnw (t) (9-126) 
于 是 , 式 (9 - 82) 与 式 (9 - 83) 变 为 
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图 9-5 重复 加 载 中 的 损伤 演化 
Ye = Ys (DAG), 


Yk = Yk (DONU) (9-127) 
式 中 
z °; 
YeD = ¿GQ 一 了 De) 
(9 -128) 
3 
YeD = Ga Dey 
QG) = e (t) (9 -129) 
在 此 基础 上 , 令 
0 = d,, A = 0,» o, = o, 


Y, = Yo, Y, = Yç, Y, = Yk, r-n) 
D, = De, D, = Dk 


(9 - 130) 

则 式 (9 - 111) . 式 (9 -112) 与 式 (9 - 113) 分 别 变 成 

F(Y, Yo) = (Yr Yra a) (9-131) 
m+1 

SF Is /a ƏF__ ynpn > 

y Tro, Jy, T PYTA (9-132) 
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$E = KON tT "AD — (9-133) 


式 中 ,了 与 Y, 分 别 为 D, 与 D, 的 已 知 函数 。 
将 式 (9 -131) 、 式 (9-132) 与 式 (9- 133) 代 入 式 (9- 110), 可 
得 损伤 度 对 时 间 的 演化 率 如 下 : 


s = rapio DVO (9-134) 
dD: _ Froma r 
J = pyyn (OLLO) (9-135) 


下 面 在 式 (9 - 134) 与 式 (9 -135) 的 基础 上 ,研究 在 重复 载荷 
作用 下 损伤 度 对 载荷 循环 次 数 的 变化 率 。 为 此 ,需要 比较 wa) t 
Q(b 和 披 此 间 的 共同 点 与 不 同 点 。 如 图 9 -6 所 示 , 由 式 (9 - 129) 
可 知 : 

O 当 wlz) 在 一 个 加 载 周期 内 不 变 号 时 , 则 w(z) 的 一 个 加 载 周 
期 对 应 Q(z) 的 一 个 加 载 周 期 ,如 图 9-6Ca) 所 示 ; 

@ 当 w(z) 在 一 个 加 载 周 期 内 变 号 时 , 则 w(z) 的 一 个 加 载 周 期 
T 将 对 应 Q(z) 的 两 个 加 载 周期 T, 与 T; ,如 图 9-6(b) 所 示 。 

首先 研究 情况 @。 

如 果 循环 中 的 最 小 应 立 力 大 于 门槛 值 , 即 

an = GW (tia) > Go (i = 1,2) 


则 由 式 (9 - 134) 59 - 135) ,可 知 


dD; _ foodD， = 
IN Sl Y PO nYU Can) =A" Cna )] = 


PU 之 [Yz。 | (9- 136) 
式 中 ,tanytns 分 别 对 应 Cimin v Yan 与 GimoxsYimax。 同 时 ,二 1,k = 
*, 并 不 对 i 求 和 。 
如 果 循 环 中 的 最 小 应 力 小 于 门槛 值 , 即 
Oimin 一 OiW Cimin) < Cio G = 1,2) 
w 
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(a) 载荷 不 变 号 的 情况 (b) 载荷 变 号 的 情况 


图 9-6 损伤 驱动 力 的 作用 周期 


dD; _ fox dD, Sis 
dN T) idt = FO, in PIPOR Ctm) 一 D"(to)] = 
K _Piyn _ym u 

EOW m Y a Yz) (9 137) 


式 中 ,to 对 应 oot Yos BP to 28 o, 5 Y, 分 别 到 达 o5 与 Yo 的 时 间 ， 
而 ow 为 0 的 门槛 值 ,Yi 为 损伤 后 继 演化 时 Y; 的 门槛 值 。 
后 研究 情况 @。 
如 果 循 环 中 最 小 应 力 的 绝对 值 大 于 门槛 值 , 即 
| Gas |= F; | wtmin) |> ao G = 1,2) 
则 
w s Dig 3 ~ Pd = 


PE PEY ha — Yg) + (YZ, 一 Y8)] (9-138) 


k (wa) m 


式 中 ,to 与 如 分 别 为 在 子 循环 @ 与 @ 中 应 力 到 达 门 槛 值 的 时 间 。 
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如 果 循 环 中 最 小 应 力 的 绝对 值 小 于 门槛 值 , 即 
| sia | = O; | wtmn) |< To (i= 1,2) 


则 

dD; Ki u ú _ 

IN. OWD E Yin Y3) (9-139) 
应 当 指 出 ,在 双 损 伤 变量 的 情况 下 ,损伤 演化 方程 中 的 材料 常 

数 可 以 通过 纯 剪 以 及 单 轴 拉 伸 两 种 疲劳 实验 结果 确定 。 


9.26 疲劳 寿命 预 估 与 材质 参数 确定 


为 了 确定 损伤 演化 方程 中 的 参数 , 现 考虑 两 种 情况 : 纯 剪 与 单 
轴 拉 伸 。 
首先 ,考虑 纯 前 状态。 由 式 (9 - 82) 与 式 (9 - 83) ,可知 


E 

Yin = Yes = [rZp;) 党 
1 (9-140) 

Yin = Ycu = (=>) 2 
dD, 

dt 

将 式 (9 -140) 代 入 式 (9 -137) ,并 考虑 到 式 (9 - 79), n] 48 #li 


剪 时 的 损伤 演化 率 如 下 ， 


(©) > Ë (r=; ) ez. er) — (9-142) 


式 中 ,rmx 与 r4 分 别 为 纯 切 应 力 最 大 值 与 门槛 值 ,k* =k (Wa) EK 
决 于 式 (9 -120) 与 式 (9- 121) 的 Ds 的 已 知 函 数 。 对 式 (9 - 142) 
做 分 离 变 量 积分 ,可 知 


p = K Lpy 
(G) LG — RON. = | KWD — Do)°"dD; 


Yamx = 0, =0 (9-141) 


(9-143) 


AF, N: X De =1 时 的 载荷 循环 次 数 , 即 纯 剪 受 力 状态 下 的 疲劳 
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寿命 。D。 为 初始 损伤 。 

式 (9- 144) 包 含 三 个 材质 参数 tw,m 与 p。rw 可 以 直接 根据 
疲劳 实验 (升降 法 ) 确 定 。m 与 p 则 可 以 根据 疲劳 实验 (成 组 法 )， 
由 最 小 二 乘 方法 得 到 。 

然后 ,研究 单 轴 拉 伸 状 态 。 根 据 式 (9 - 12) 与 式 (9 - 79) ,可知 


aoo =a, = ło (9 -144) 


式 中 ,o 为 单 轴 拉 伸 应 力 。 由 式 (9 - 144) 与 式 (9- 123), 有 
lH a =k (9-145) 


这 里 ,cu 一 co 即 为 单 轴 拉 伸 应 力 门槛 值 。 另 外 ,在 纯 前 状态 下 ,有 
alae =k (9-146) 

式 中 ,ra 是 纯 切 应 力 门槛 值 。 
在 由 纯 剪 与 单 轴 拉 伸 疲 劳 实验 求 得 p,m,tw 与 cn 后 , 即 可 根 


据 式 (9 -145) 与 式 (9 - 146) 确 定 « 与 &。。 在 此 基础 上 ,由 式 (9 - 
123) ,可 得 到 确定 三 向 等 拉 应 力 门 槛 值 cuw 的 方程 如 下 : 


m-l 


zeli) =k 9-147 
至 此 ,损伤 演化 方程 中 所 有 材质 参数 均 可 确定 。 


9.2.7 损伤 力学 基本 方程 与 边界 条 件 


(1) 变形 几何 方程 
在 小 变形 的 前 提 下 ,此 类 方程 与 经 典 固体 力学 方程 相同 , 即 


1 /9u , Ju; 
s = + >. tae) (9 - 148) 
式 中 ,ui 与 6; 分 别 为 位 移 与 应 变 分 量 。 


(2) 本 构 关 系 
与 经 典 固体 力学 不 同 ,损伤 力学 本 构 关 系 应 当 计 及 损伤 耦合 
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效应 。 在 双 损 伤 变量 情况 下 ,由 式 (9- 17) ,应 力 分 量 cy 可 表示 为 
% = 2GQ — Do [ss — ô; +ó, )+ KQ — Doð;ðueu 


(9-149) 
式 中 ,De 与 Drx 分 别 为 剪 切 弹性 模 量 G 以 及 体 变 弹性 模 量 K 的 损 
伤 度 。 


(3) 平衡 方程 
在 小 变形 的 前 提 下 ,此 类 方程 与 经 典 固体 力学 方程 相同 , 即 
Sq B = 0 (9 - 150) 
式 中 ,B, 为 体力 分 量 。 
(4) 位 移 边 界 条 件 
u, = ui G# S, 上) (9-151) 
式 中 ,ui 是 在 边界 S。 上 给 定 的 位 移 分 量 。 
(5) 静 力 边界 条 件 
al; = T, (在 Sr 上 ) (9- 152) 


APT: 为 在 边界 Sr 上 给 定 的 面 力 分 量 ;4; 为 Sr 外 法 线 上 的 方 
向 余弦 。 
应 当 指 出 ,由 于 在 损伤 力学 中 引入 损伤 场 量 ,例如 De 与 Dx， 


还 需 建立 补充 方程 ,这 就 是 损伤 演化 方程 。 
(6) 损伤 演化 方程 
以 循环 中 最 小 应 力 小 于 门槛 值 的 情况 为 例 , 有 
dD. Ki 大 wm m 2 
IN — Pt E Yi YD) (9-153) 
AP a =l, =p HRR i RA, AA 
1/ 1 v, 
Yasa = gg (TD) >= (9-154) 
TO UE: Aa 
Ýa =sk[T— 5 ala (9-155) 
S š 
Yx = scl 15) o (9-156) 
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1 1 y 

Y» = zg [1— p.) * (9-157) 

以 上 内 容 属 于 宏观 损伤 力学 理论 的 范畴 ,可 以 用 于 解决 工程 
实际 问题 。 至 于 细 观 损伤 力学 的 问题 ,可 参见 以 下 所 列 的 有 关 参 
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端 场 的 弹性 


第 10 章 “疲劳 列 


纹 
渐 近 


在 传统 疲劳 分 析 体系 中 ,裂纹 形成 和 裂纹 扩展 是 被 当 作 两 个 
独立 的 材料 劣化 过 程 处 理 的 。 但 是 随 着 连续 介质 损伤 力学 (con- 
tinuum damage mechanics) H RE Æ F RIELA ,对 疲劳 失效 的 
这 两 类 现象 的 描述 则 可 望 被 纳入 同一 个 物理 框架 之 内 进行 。 这 一 
工作 的 开展 不 仅 将 疲劳 分 析 由 经 验 分 析 提 升 到 连续 介质 力学 的 范 
哮 , 而 且 在 疲劳 和 断裂 研究 方面 表现 出 高 度 的 理论 价值 ,同时 更 由 
F 它 提供 了 裂纹 形成 实验 和 裂纹 扩展 实验 之 间 数 据 共享 的 依据 ， 
而 体现 出 了 可 观 的 应 用 价值 , 即 从 裂纹 形成 的 S~N 曲线 所 获得 
的 信息 可 以 用 来 确定 裂纹 扩展 过 程 的 控制 参数 ,反之 亦 然 。 

由 于 疲劳 裂纹 扩展 的 控制 区 具有 局 部 性 ,因此 在 建构 这 一 体 
系 时 ,对 疲劳 裂纹 尖端 场 的 损伤 分 析 就 成 为 必 不 可 少 的 关键 环节 。 
与 静 力 问题 "3 人 0 不 同 , 本 章 主要 讨论 非 定 常 的 线 弹 性 疲劳 扩展 
裂纹 ,当然 这 在 本 构 关系 和 边界 条 件 上 也 有 别 于 塑性 或 蠕 变 条 件 
下 的 扩展 裂纹 "]。 

在 本 章 , 建 立 了 平面 问题 型 裂纹 裂 尖 渐 近 场 的 控制 方程 和 
边界 条 件 ,其 中 用 到 了 损伤 耦合 的 线 弹 性 应 力 -应 变 关系 和 损伤 演 
化 方程 。 针 对 若干 典型 参数 计算 了 裂 尖 应 力 场 .应 变 场 和 损伤 场 
的 渐 近 阶 次 ,以 及 各 场 的 角 分 布 模 态 ,过 程 区 的 形状 也 由 损伤 演化 
的 门槛 条 件 所 确定 。 分 析 表 明 考虑 损伤 的 裂 尖 场 在 奇异 性 、 边 界 
条 件 等 方面 均 与 传统 的 控制 场 有 较 大 差别 。 基于 上 述 分 析 , 初 
步 导出 了 一 个 Paris 型 的 裂纹 扩展 速率 公式 
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10.1 线 弹性 损伤 本 构 关系 


10.1.1 计 及 损伤 耦合 效应 的 应 力 -应 变 关 系 


与 传统 固体 力学 相 比 ,连续 介质 损伤 力学 的 特点 在 于 它 将 损 

伤 机 制 引 入 了 材料 本 构 关 系 。 假 设 材 料 保持 线 弹性 ,在 发 生 损伤 
后 刚度 下 降 , 则 其 应 力 - 应 变 关系 可 写 为 

oj = Sju — D)e; (10-1) 

式 中 ,0 e; 和 Siw 分 别 为 应 力 、 应 变 ( 对 于 循环 变化 的 疲劳 载荷 ， 

oj vv6 可 分 别 理 解 为 应 力 和 应 变 的 幅 值 或 最 大 值 ) 和 弹性 张 量 。 标 

量 D(0 委 D 科 1) 为 损伤 变量 或 损伤 度 ,表示 材料 刚度 下 降 的 比例 。 

为 便于 后 文 表示 渐 近 形式 ,引入 连续 变量 或 连续 度 = 1— D(0< 

9<1), 从 而 式 (10 -1) 可 改写 为 
Oj = Suey (10-2) 


10.1.2 损伤 演化 方程 


对 于 一 个 材料 单元 ,其 连续 度 的 演化 规律 设 为 
-qa w 
dp —s (z) = Sna i 
0 (o, < Ong) 
式 中 ,N 为 疲劳 载荷 循环 周 数 ,z,m,n(n > m), Y 和 ow 均 为 正 什 
材料 参数 ,而 等 效应 力 


dN 


< = (B55s) (10-4) 
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其 中 的 偏 应 力 张 量 


PR TŠ, (0-5) 


从 式 (10 - 3) 可 以 看 出 ,在 损伤 演化 方程 中 引入 了 与 9 有 关 的 
门槛 条 件 。 如 果 将 p 理解 为 材料 受 损 后 的 有 效 承载 面积 和 名 义 承 
载 面积 之 比 , 则 可 取 Y=1。 


10.2 渐 近 场 基本 方程 


10.2.1 变形 相 容 方程 


由 于 将 疲劳 破损 过 程 纳 人 了 连续 介质 损伤 的 范畴 ,因此 常规 
裂纹 的 概念 ,会 被 由 那些 完全 损伤 点 (D=1 或 9 二 0) 所 形成 的 细 
长 完全 损伤 带 的 中 心 线 所 代替 ( 见 图 10 - 1, 图 中 点 的 密度 代表 损 
伤 程度 ) ;相应 地 ,在 建立 控制 方程 和 提出 边界 条 件 时 也 会 有 别 于 
通常 的 裂纹 问题 。 

损伤 区 的 最 前 沿 是 损伤 过 程 区 , 即 指 损伤 仍 在 演化 发 展 的 区 
域 ,是 本 章 的 研究 重点 。 建 立 坐 标 系 如 图 10 -2 所 示 , 坐 标 原点 置 
于 完全 损伤 带 中 心 线 的 端点 (相当 于 裂纹 尖端 ),z 轴 指 向 损伤 带 
扩展 的 方向 。 对 于 小 范围 损伤 的 渐 近 分 析 , 采 用 极 坐 标 系 并 将 有 
关 函 数 均 设 为 分 离 变量 的 形式 。 对 于 平面 问题 , 设 Airy 应 力 函 
数 为 

A 一 arr2zA(CO) (10 -6) 
则 应 力 分 量 为 


132A, 1 2A oA 3Ə/1 3A 
r ər T P IP’ 全 ar’ I 元 ( r 30) 


(10-7) 


Or, 
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将 式 (10 -6) 代 入 式 (10 - 7) 得 


or = a rto, (0), oo = a rnal), ae = a ra, (0) 

(10-8) 
s, = Q+2)A +A” 
Oo = aroasnal (10-9) 
an =— Q + 14” 

式 中 ,()“ 表 示 dO /d0, 
多 人 
一 个 固定 单元 从] 


图 10-1 损伤 过 程 区 示意 图 图 10-2 和 异 纹 扩展 时 的 几何 关系 


过 程 区 的 损伤 场 用 连续 度 表 示 , 也 设 为 如 下 分 离 变量 的 形式 ， 
p = Br'p(0) (10-10) 
i >>0, 则 在 裂纹 尖端 ~ 一 0, 而 一 0, 同 时 在 任 一 方向 0 E ç 应 随 
r 增 大 而 增 大 ,这 是 符合 事实 的 。 
对 于 平面 问题 ,利用 式 (10 - 1) 与 式 (10 -2) 可 得 应 变 为 


er T) ew = piOn non) 
_ l+» 
E, E 
(10 -11) 


设 杨 氏 弹性 模 量 和 泊 松 比分 别 为 记 和 +v, 则 上 式 中 对 于 平面 应 力 问 

题 ,El==E, 而 二 v; 对 于 平面 应 变 问 题 ,FE SEA), M n S= 

WW (1 一 放 。 将 式 (10 8). 式 (10 -9) 及 式 (10 - 10) 代 入 式 (10 - 11) 得 
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er = E EO, en = = Ea), eo = s-r", (0) 
1 1 


BE, 
(10 -12) 
式 中 
EnD =p CA +A, e= Q +2G —w4—)) 
Eul) = g'!(e,A — xA”), e = Q+2)Q — w + 1) > 
ë (0) = #laA', e = Q+1)G +w) j 


(10-13) 
将 式 (10 -12) 和 式 (10 - 13) 代 入 下 列 变形 相 容 方程 
2 2 
Piebe- Tat )=° 
(10 -14) 
得 到 
A” —2 EA” + (b, + G)ÀA” — b, EA” + (b, +e,G)À = 0 
(10 -15) 
式 中 
E=9/y, G = 2E — (g'/p) 
bi = e +c — ctae, b, = 2e ces 
b, = czel 十 csez 
ci =— 2A — u +1), c =p—À 
c = Q—)Q —u++1) 
(10 -16) 


10.2.2 损伤 演化 协调 条 件 


过 程 区 渐 近 场 除了 要 满足 代表 变形 相 容 条 件 的 式 (10 - 15), 
式 (10 -16) 之 外 ,还 要 满足 损伤 演化 协调 条 件 , 即 对 同一 个 质点 ， 
由 损伤 演化 方程 所 导出 的 损伤 演化 速率 与 通过 对 损伤 场 求 物 质 导 


数 所 得 到 的 损伤 演化 速率 应 当 一 致 
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首先 考虑 前 者 。 将 式 (10 - 8) 至 式 (10 - 10) 代 入 式 (10 -~ 3) 至 
式 (10 -5) 可 得 


s ES car prr” "arp™” Ct 1 
式 中 
a, = (E, — oo0 + oh + 3832 12 (10 -18) 


需要 注意 的 是 , 式 (10 - 17) 的 适用 区 (也 即 损伤 过 程 区 ) 由 门槛 条 
件 式 (10 -3) 限 定 如 下 : 
ar0. 过 onpBrg (7Y=1) (10 -19) 
或 写 为 
g(r,) >1 (10 -20) 
而 qlr,0) 的 渐 近 形式 为 


arD 一 区 (10-21) 
th 


这 里 假定 4 一 x0( 这 与 后 面 的 结果 自治 ), 从 而 当 r 一 0 时 ,在 烈 
尖 邻 域 总 存在 一 个 满足 式 (10 - 20) 的 区 域 。 
另 由 链 式 求 导 法 可 知 


de _ de da (10-22) 


式 中 ,a 表示 裂纹 长 度 ( 见 图 10 - 2); dg/da 表示 以 a 为 广义 时 间 
所 计算 的 连续 度 变化 率 。 由 式 (10 -10) 可 得 
dp _ JY d , Jg dr apd0 


da 3da Ərda ` 30 da G19 229 
即 
de _ „= dB mig dr ng’ d0 - 
dp rgy ae sr kp É ao- 
观察 图 10 -2 中 的 几何 关系 可 得 
Sr =— cos 0, S= sin (10 -25) 


将 式 (10 -25) 代 入 式 (10 - 24) 得 到 
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Bon p rp SË prac pcos 8+ @'sin0) (10-26) 


无 论 对 于 定常 或 非 定常 扩展 ,在 ~ 一 0 时 ,上 式 中 的 第 一 项 相对 第 
二 项 总 为 高 阶 小 量 。 将 第 一 项 忽略 并 将 式 (10 - 26) 代 入 
式 (10- 22) 得 


=p E Z. 0— S x 
=P (@'sin 0 一 ppcos 0) (10 -27) 


对 比 式 (10 -17) 和 式 (10 - 27) ,可 得 到 一 系列 可 以 称 为 损伤 演化 
协调 条 件 的 方程 


da moin) =< 

IN = ca”"p (10 - 28) 

mà — pyn = #—1 (10 - 29) 
g'sin 0 — ppcos 0 =— op™” (10 -30) 


由 式 (10 -29) 可 见 ,4 与 & 彼此 不 独立 ,可 将 前 者 作为 后 者 的 
导出 量 ,从 而 式 (10 - 15) 和 式 (10 - 30) 可 以 视 为 一 组 关于 特征 值 
4 的 特征 方程 。 


10.3 边界 条 件 和 解法 


10. 3.1 边界 条 件 


考虑 到 应 力 场 和 损伤 场 关于 裂纹 的 对 称 性 可 得 
A'(0) = A”(0) = o, 9g(0)=0 (10-31) 
又 因 式 (10 -15) 关 于 A 是 齐 次 的 ,所 以 可 令 
A(0)=1 (10 - 32) 
利用 式 (10 - 9)、 式 (10 - 18), R10 - 31) 和 式 (10 - 32) , 3£ Xf 


式 (10 -15)、 式 (10 - 30) 求 极限 可 得 
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p0) = rasi 
g0) = fls. A CO) 
式 中 三 的 具体 形式 见 附录 B. ER (10 - 33) 可 见 ,p9(0) 和 (0) 
均 取 决 于 上 和 及 (0) ,而 它们 可 以 通过 下 述 边界 条 件 定 出 。 
计算 表明 ,传统 的 裂纹 表面 为 自由 表面 的 条 件 , 以 及 引入 损失 
机 制 后 视 裂纹 表面 达到 完全 损伤 的 条 件 , 也 即 


ao (ryT) = oo (Cry,T) = ; 


(10 - 33) 


ee Â (10 - 34) 
rx) = 


对 于 当前 问题 并 得 不 到 解 。 考 虑 到 在 本 模型 框架 下 ,裂纹 已 经 被 损 
伤 带 所 代替 ,因此 用 V 形 缺 口 的 边界 条 件 会 更 加 合理 ,也 即 采 用 
ooo (r,0,) = G, (r,0,) = 0 
g@(r,0,) = 0 
显然 , 式 (10 - 34) 只 是 式 (10 - 35) 的 特殊 情况 。 将 式 (10 - 8)、 
式 (10 -9) 和 式 (10 -10) 代 入 式 (10 - 35) 得 
A(6,) = A'(0,)=0 
p) = 0 
以 下 讨论 由 式 (10 - 36) 求 解 x 和 A”(0) 的 方法 。 


(0<0<r) (10 - 35) 


o<a<m)] (10 - 36) 


10.3.2 求解 方法 


鉴于 任 给 4 和 A'(0) ,利用 式 (10 - 29) .22(10 - 31) 至 式 (10 - 33), 
积分 式 (10 - 15) 和 式 (10 - 30) 可 以 得 到 一 个 0" ,并 满足 
g0) 一 0 (10 -37) 
因此 0 可 以 视 为 kx 和 A”(0) 的 一 个 函数 ,进而 A(9* ) 和 及 (6 ) 也 
可 分 别 视 为 x 和 A”(0) 的 函数 ,并 表示 为 
A0) = A{0’ [1,A”(O0)J}, A'(0') = A' {0° Ce, A" 0)]) 
(10 - 38) 
显然 任 给 u 和 A”(0) 并 不 能 满足 A(9" =A 0 ) 一 0, 所 以 确定 真 
实 的 x 和 A”(0) 的 条 件 即 
353 


Ú 断裂 与 损伤 力学 


0 [mA 0)] =0, A0 Ce A0] = 0 
(10 -39) 
而 满足 上 式 的 0 也 就 是 。 
总 之 ,问题 归结 为 利用 式 (10 - 29) 和 边界 条 件 式 (10 - 31) 至 
式 (10- 33) ,通过 积分 式 (10 - 15) 和 式 (10 - 30), 找 到 满足 
式 (10 - 39) 的 和 A”(0), 同 时 也 就 得 到 了 各 场 量 的 渐 近 解 。 


10.4 参数 研究 


10.4.1 奇异 性 阶 次 


针对 损伤 演化 方程 式 (10 - 3) 中 参数 m,n 的 一 系列 典型 取 值 
进行 了 数值 计算 , 取 泊 松 比 v= 二 0. 3, 采用 了 自 适应 变 步 长 的 四 阶 
Runge-Kutta 法 对 式 (10 - 15) MRO - 30) 进 行 积 分 ,特征 值 x 
和 初 值 A”(0) 通 过 解 非 线 性 方程 组 式 (10 - 39) 确 定 。 主 要 计算 结 
果 见 表 10 - 1 和 图 10 - 3、 图 10 -4。 子 图 号 (1) 至 (6) 的 意义 也 同 
时 表示 于 表 10 -1 中 。 其 中 应 力 和 连续 度 的 角 分 布 函 数 都 做 了 无 
量 纲 化 处 理 , 即 

a; (0) = s, (9) /5 (0), 9(0) = p/p) 0-40) 


表 10-1 渐 近 阶 次 及 角 分 布 参数 


0.3216 |—0.010 8|—0.3369| 131.2 


0.3333 | 0.333 2| —0. 000 1 
7 | 0.1666 | 0.166 4] —0. 000 90.0 
0. 283 4 0. 104 3 | 一 0. 179 1| 115.0 
7 | o%.1698 | 0.0895|—0.0802| 95.9 
0.185 7 0.069 3 | 一 0. 116 3 111.2 
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图 10-4 无 量 纲 化 的 连续 度 分 布 
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10.4.2 过 程 区 形状 


图 10 -5 则 表示 无 量 纲 化 的 过 程 区 形状 ,其 中 


Tal) = raO) /w, w= r.(0) (10 -41) 
而 
q(r.,0) 一 1， q(eo,0) = 1 (10 -42) 
式 中 ,g(Cr,9) 由 式 (10 - 21) 确 定 。 
Wo yo 3 
2 
1 
-2 -l AN pd -1 TA 1 2 
O) (3) 
7 


-3-2-0 0 1 2 3 


xlo 


(4) 


图 10-5 过 程 区 形状 


从 以 上 结果 中 可 以 看 出 : O 在 裂纹 尖端 应 力 场 ( 渐 近 阶 次 为 A) 

大 部 分 无 奇异 性 , 除 个 别 情况 有 弱 奇 异性 ; @ 在 裂纹 尖端 应 变 场 ( 浙 

近 阶 次 为 * 一 py) 的 奇异 性 较 传统 的 K 控制 场 的 奇异 性 (一 1/2) 大 为 降 

低 ; O 在 裂纹 上 半 平 面 内 % 的 范围 均 在 x/2 和 x 之 间 ; @ 在 裂纹 上 

半 平 面 内 0<9<6 的 区 域 为 损伤 活动 区 (p>0,dp/dN<0), 而 二 
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OKT 的 区 域 为 损伤 驻 止 区 (p=0,dp/dN=0)。 


10.5 疲劳 裂纹 扩展 


10.5.1 区 闻 连 续 条 件 


从 式 (10 -28) 可 知 , 当 和 8B 一旦 确定 , 则 裂纹 扩展 速率 也 就 
随 之 而 定 。 为 此 假定 在 小 范围 损伤 下 过 程 区 周边 近 场 的 构成 情况 
为 :在 最 外 围 仍 存在 传统 的 K, 控制 场 ,而 在 损伤 过 程 区 与 K 控 
制 场 之 间 应 存在 一 个 线 弹性 无 损 过 渡 区 ( 见 图 10 - 6)。 设 过 渡 区 
应 力 场 为 

Hr,0) = Kir tar (0) (10- 43) 
RH, K (Ri cK ) 是 过 渡 区 的 应 力 强度 因子 ,又 考虑 到 损伤 带 
的 影响 ,在 某 种 程度 上 过 渡 区 的 性 质 应 类 似 一 个 V 形 缺 口 的 渐 近 
场 ,因而 应 有 p29。 


图 10-6 裂 尖 场 分 区 示意 图 
作为 初步 分 析 , 仅 考虑 过 程 区 与 过 渡 区 在 9=0 fil r= o 处 的 
357 


Q 断裂 与 损伤 力学 


界面 条 件 ,包括 应 力 连续 、 损 伤 连续 和 门槛 条 件 , 即 


or(w,0) = o (w,0) (10-44) 
pu, 0) = 1 (10-45) 
q(w,0) 一 1 (10-46) 


10.5.2 # 3 3k 3 


利用 式 (10 - 8)、 式 (10 - 9)、 式 (10 - 10). 3 (10 - 21) 和 
式 (10 -43) 联 立 求解 式 (10 - 44) 、 式 (10 - 45) 和 式 (10 -46) 三 个 
方程 得 到 


_ FR1o.(0)0 (0) w 
= [Š Tað (0) mail GON 

= 6, (0) JF ax 7PH "i 
ë= [Z ] Bol G0-482 

Sa onhov(O) 区 " 
B= Zo [| Qs 

将 式 (10 - 48) 和 式 (10 - 49) 代 入 式 (10 - 28) 并 利用 式 (10 - 29) 得 到 
s =R: (10-50) 

nf ou _ ]” rao u 
c = ¿[@00)] 5] [6 ] (10-51) 


显然 , 式 (10 - 50) 是 一 个 Paris 型 的 裂纹 扩展 速率 公式 。 特 别 
当 过 渡 区 就 是 通常 的 KK ema: W R: =K, ,p= 二 2, 这 时 


s =K} (10-52) 


这 在 参考 文献 [10. 9] 中 曾经 提 到 。 
10.6 # 论 


根据 以 上 分 析 结 果 可 以 得 到 下 列 结论 : 
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@ 在 损伤 力学 框架 下 ,传统 的 疲劳 裂纹 可 用 一 个 不 断 扩展 的 
损伤 带 蔡 代 ， 

@ 考虑 损伤 后 裂 尖 渐 近 场 在 奇异 性 和 角 分 布 模 态 等 方面 与 
传统 的 K 控制 场 有 很 大 差别 ; 

@ 裂纹 扩展 速率 公式 可 以 由 理论 导出 ,这 意味 着 疲劳 裂纹 形 
成 和 裂纹 扩展 可 以 在 损伤 力学 框架 下 统一 起 来 。 
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纹 尖端 场 的 弹 塑 性 


由 疲劳 裂纹 尖端 场 弹性 损伤 渐 近 分 析 的 结果 可 知 , 裂 尖 应 变 
场 仍 具 有 奇异 性 。 根 据 Lemaitre 的 应 变 等 效 性 原理 ,应变 场 
阶 次 与 真 应 力 ( 等 效应 力 ) 场 阶 次 相等 。 这 说 明 真 应 力 场 也 具有 奇 
异性 ,因而 在 裂 尖 邻 域 一 定 存在 弹 塑 性 过 程 区 。 本 章 即 对 平面 问 
题 [型 疲劳 裂 尖 场 进行 弹 塑性 损伤 渐 近 分 析 。 针 对 若干 典型 参数 
计算 了 裂 尖 应 力 场 、 应 变 场 和 损伤 场 的 渐 近 阶 次 ,以 及 各 场 的 角 分 
布 模 态 ;过 程 区 的 形状 则 由 屈服 条 件 确定 。 基 于 上 述 分 析 导 出 了 
一 个 Paris 型 的 裂纹 扩展 速率 公式 。 


11.1 弹 塑 性 损伤 本 构 关 系 


11.1.1 计 及 损伤 耦合 效应 的 应 力 -应 变 关 系 


对 于 一 个 长 寿命 的 构件 而 言 ,在 一 个 加 载 循环 内 疲劳 裂纹 的 
扩展 量 远 远 小 于 裂纹 长 度 , 由 此 产生 的 非 简单 加 载 区 远 小 于 周围 
的 简单 加 载 区 ,所 以 在 裂 尖 附近 距 裂 尖 稍 远 的 区 域 仍 以 简单 加 载 
(或 称 比例 加 载 ) 为 主 。 故 根据 全 量 理论 和 应 变 等 效 性 原理 , 可 以 
得 到 弹 塑性 疲劳 损伤 本 构 关系 为 
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= 3z,-. 1; si 5: š: S; 

e 225 ° kk Ta? ä =y 
aTa s 2 G 

— us (11-1) 


g 

8, = /3s;s ;/2 , E =V2eses/3 

Sj =j 一 20u/3， ej = èj — ÒjE u /3 
式 中 ,E 和 ， 分 别 为 弹性 模 量 和 泊 松 比 ;5; 和 ss 分别 为 应 力 oy 和 应 
变 细 在 一 个 加 载 循环 内 的 变 程 ( 其 他 带 “ 一 ”的 量 也 都 表示 相应 量 
的 变 程 ),98(0 委 9 和 1) 表 示 连 续 度 ,反映 受 损 材料 的 剩余 有 效 承 载 
面积 与 初始 完好 材料 的 承载 面积 之 比 。 为 得 到 上 述 应 力 和 应 变 变 
程 之 间 的 具体 关系 式 , 先 引入 单调 加 载 的 三 参数 弹 塑 性 本 构 模 型 


s = E +b[%)' (11-2) 


式 中 ,6 和 nn 为 材料 常数 。 利 用 Maisng 原理 "及 上 式 可 得 循环 
加 载 如 下 : 


btol) (1-3) 
式 中 ,对 于 运动 硬化 模型 ,5 =2。 进 一 步 , 根 据 应 变 等 效 性 原理 有 

s, _ Z a Y 

t= iteli) (1-4 


在 当前 问题 中 , 设 ci; 在 裂 尖 具有 奇异 性 (这 一 假定 与 后 面 结果 自 
洽 ) 并 考虑 到 nl, WRAL- 4) 中 的 主 项 即 是 其 中 的 非 线性 项 ， 
从 而 在 裂 尖 邻 域 式 (11 - 4) 退 化 为 
js = (Z=) (1-5) 
利用 式 (11 - 1) 和 式 (11 - 5), 并 忽略 弹性 体积 应 变 的 影响 ,最 终 
得 到 
Ey = KOTS yp", k = 3bx, /2(x, E)" (11-6) 
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11.1.2 损伤 演化 方程 


损伤 演化 方程 用 一 个 加 载 循环 内 的 连续 度 下 降 量 表示 已 习 , 即 
dp _ r CCR)Yer (>a) 
dN 0 (Y < Y.) 
式 中 ,CCR) 为 应 力 循环 比 R 的 函数 ;p 为 材料 常数 ;了 为 损伤 驱动 
力 ,其 表达 式 为 

ç Cmp oe =. Cosas (11-8) 


式 中 ,Ciw 为 无 损 材料 的 柔 度 张 量 。 


(11-7) 


11.2 渐 近 场 基本 方程 


11.2.1 变形 相 容 方程 


现在 考虑 图 11 -1 所 示 的 工 型 疲劳 裂纹 的 应 力 、 应 变 的 变 程 
场 和 损伤 场 。 设 Airy 应 力 
函数 为 
À = art A0) 
(1-9) 


图 11-1 损伤 过 程 区 示意 图 (11- 10) 
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a= QA+A2A+A, s = | 
s =— Q+ 12” 


式 中 


(11-11) 
而 O'=dO)/d9。 利 用 式 (11 - 1) 和 式 (11 - 10) 可 得 
¿= ars, (0), Sw = arsa(0), — s° =ar’s,(0) 
(11-12) 
ee 210, = Z200 > Sw = Z1000 a 220, . Spo = gr 
(11-13) 


式 中 ,对 于 平面 应 力 状态 ,zx 一 2/3,z: 二 1/3; 对 于 平面 应 变 状态 ， 
z = =. =1/2; 
将 式 (11 -12) 代 入 式 (11- D 得 到 
o, = ars, (0) (11-14) 
式 中 
¿= I 十 o% — T000 + 3070)? (平面 应 力 ) 
° 人 [3 — go)? + 36; J (平面 应 变 ) 
(11-15) 
对 于 损伤 场 ,考虑 到 裂 尖 应 完全 损伤 ,其 连续 度 为 零 , 且 连续 
度 随 上 距 裂 尖 距离 递增 , 故 可 设 
9 一 Br“92(0) (11-16) 
利用 式 (11 - 6) . 式 (11-12)、 式 (11 -14) 和 式 (11 -16), 可 得 
应 变 场 为 


š, = (2) e. 0, ip (8) 0 
E, ws ehg) s 0 
C17 
Er = POTS peo E00 = 9 "07 Sos En = POTS ro 
(11-18) 
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把 式 (11 -17) 代入 如 下 相 容 方程 : 
1 Enr aer f F i) 2 2 ( Zajo 


r 38? ar ar r ar\” 20 
(11-19) 
可 得 
g + eE + e€, 十 eeo = 0 (11-20) 
=—2(¿+1), = 
K CED AETI | (11-21) 
e, = e(e+1), e = nà — py) 


式 (11 -20) 成 为 一 个 关于 A 和 9 且 含有 特征 值 和 x 的 四 阶 常 微 
分 方程 。 


11.2.2 损伤 演化 协调 条 件 


现在 讨论 损伤 演化 方程 的 渐 近 形式 。 由 式 (11 - 8)、 
式 (11 -10) 和 式 (11 - 16) 得 到 
= 去 人 s) Po YO, YO = LEC mp an 
1-22) 
将 式 (11 - 22) 代 入 式 (11 -7) ,并 考虑 到 当 r0 及 4 一 k<0 时 总 
有 YY, 从 而 得 到 


ka = 一 = (£) oman Ym (11-23) 


另 一 方面 ,利用 图 11 - 2 中 的 几何 关系 有 dr/da = —cos 0 和 
dó/da=r 'sin 09, 从 而 由 式 (11 - 16) 得 


dp _ dp da _ db y gpr (G'sin 0— nocos 0) | 38, 
IN “ da IN 7 [rper (@'sin 0 p5cos 0) (SE 


(11-24) 
当 Ap<1l 时 ,保留 式 (11 -24) 的 主 项 得 到 


dp m (p si Ee da = 
IN Br (g'sin 0 pg9cos 0) TN (11-25) 
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对 比 式 (11 - 23) 和 式 (11 - 
25) 可 以 得 到 一 组 损伤 演化 协 
调 条 件 

g'sin 0 — ugcos 0 一 一 了 


i 
一 个 固定 单元 网 


(11- 26) 
2(b 十 1)(G0 一 Ap) 一 A 一 1 
(11-27) 
器 = 和) 图 11-2 REFRAKTA 
dN 一 EB\B 
(11- 28) 


其 中 式 (11 - 27) 表明 和 和 A 并 不 独立 ,因此 式 (11 - 17) 与 
式 (11 - 26) 构成 关于 特征 函数 A Ap 以 及 特征 值 的 求解 问题 。 
式 (11 - 28) 将 用 于 确定 裂纹 扩展 速率 。 


11.3 边界 条 件 和 解法 


11.3.1 边界 条 件 


按 常规 裂纹 场 分 析 来 看 ,方程式 (11 - 20) 和 式 (11 - 26) 的 求 
解 是 关于 A H ç 的 两 点 边 值 问题 (分 别 在 0=0 和 0= x), HT 
1 型 裂纹 场 具 有 对 称 性 ,所 以 

A'o) = A7(0) =g@#(0)=0 (1L-29) 
XH 4(6) 主 要 反映 Ariy 应 力 函 数 的 角 分 布 模 态 , 故 不 失 一 般 性 
可 设 
AW) = 1 (11-30) 
利用 式 (11 - 20) 和 式 (11 - 26) 经 过 复杂 的 极限 运算 可 以 导出 
9(0) = fi (u, Ao), g (0) = fily,As) (1-31) 
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式 中 ,A KRAO. APARER - 31) 的 具体 形式 不 再 列 出 。 
在 裂纹 表面 要 满足 表面 自由 和 完全 损伤 的 要 求 , 即 
Talr n) = ga(r,m) =0, 9(rir) 一 0 (11-32) 
然而 ,连续 度 可 能 在 某 一 角度 0, € (0,z] 已 降 为 零 。 因 此 一 种 
更 合理 的 提 法 是 
ga (r,0,) = Ga (r,0,) = 0, @(r,0,) = 0 (11-33) 
考虑 到 式 (11 - 10) 、 式 (11 -16), 由 上 式 得 
ow (04) = s,,(0,) = 0, pO) = 0 (11 -34) 
而 在 0,E[9,,"] 的 区 域 材料 已 完全 损伤 ,不 能 承担 任何 应 力 。 所 
以 在 该 区 域内 
ou(r,g) =0w(r,0) =0, p70) =0 UKIT) 
(11 -35) 
至 此 ,问题 归结 为 如 何 找到 在 0o<c0<c0, 内 满足 方程 式 (11 - 
20) 和 式 (11 - 26) ,在 其 边界 上 满足 式 (11 - 29), R1 - 30)、 
式 (11 -31) 及 式 (11- 34) 的 函数 AA,p RE Ao ,0 。 


11.3.2 求解 方法 


求解 可 按 下 述 思 路 进行 : 
@ 鉴于 任 给 x(x 二 0) 和 Ao，, 利用 式 (11 - 29)、 式 (11 - 30) 和 
式 (11 - 31) ,积分 式 (11 -20) 和 式 (11 - 26) (可 采用 四 阶 变 步 长 
Runge - Kutta 法 ) 可 以 得 到 一 个 9" E[0,x], 且 满足 
9(0")=0 (11 -36) 
因此 可 将 9" 视 为 x 和 有 A6 的 一 个 函数 。 
© 由 于 A(0" ) 和 A'(9" ) 在 求解 90" 时 被 同时 确定 ,因此 它们 
也 可 分 别 视 为 x 和 As 的 函数 ,并 表示 为 
A) = AÇO (py,A%)], A’'(0°)=ALO (Cp,Ao)] 
(11 -37) 
显然 ,对 任意 4 和 As,A(0)* MAO ) 一 般 并 不 等 于 零 。 
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@ 求解 下 列 非 线性 方程 组 
A[0'(a,A7)]=0, 有 [0 (py,A%)]=0 
(11 - 38) 
即 得 到 所 求 的 w AMAS. 而 对 应 的 0 也 正 是 0 ERT A 
场 的 角 分 布 函数 。 


11.4 参数 研究 


11.4.1 奇异 性 阶 次 


针对 典型 参数 进行 计算 。 表 11 -1 列 出 了 各 场 渐 近 阶 次 ,其 
中 损伤 场 应力 场 和 应 变 场 的 渐 近 阶 次 分 别 为 x,X H ACn a), fi 
损伤 活动 区 和 完全 损伤 区 的 分 界 角 为 0,。 图 11 -3 至 图 11 -5 分 
别 表示 了 无 量 纲 化 的 应 力 、 应 变 和 连续 度 角 分 布 模 态 。 子 图 号 (1) 
到 (6) 的 意义 也 同时 表示 于 表 11- 1 中 。 


表 11-1 渐 近 阶 次 和 分 界 角 为 0, (v=0.3) 


n(à— y) 


一 0.416 1 


一 0.592 2 


一 0.338 7 


一 0.612 0 
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图 11~3 无 量 纲 化 的 应 力 分 布 


正则 化 应 变 分 布 


“正则 化 应 变 分 布 
e Š o o ag 
e > _ 二 
š 
Y \ a 
š 
名 ”正则 化 应 变 分 


8C) 

Q 
$ £ 13| .. è 
£ £ 08 £ 
g Fa [> R 
2 世 03 LA 2i 
2 立 —0.2| = 
Hi O A N : 

o do areoso E o e o 
a) 0°) 
(4) (5 


图 11-4 无 量 纲 化 的 应 变 分 布 
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图 11-5 无 量 纲 化 的 连续 度 分 布 
11.4.2 过 程 区 形状 


由 式 (11 -41) 所 确定 的 塑性 过 程 区 形状 (其 中 o= r, (0)) 如 
图 11-6 所 示 。 
塑性 过 程 区 形状 按 后 继 届 服 准 则 确定 。 根 据 应 变 等 效 性 原 
理 `Mises 准则 及 Masing 原理 得 到 塑性 过 程 区 边界 方程 为 
EARP (11- 39) 
Kip 
式 中 ,0, 表示 届 服 应 力 。 将 式 (11 - 14) . 式 (11 - 16) 代 人 式 (11 - 
39) 得 出 塑性 过 程 区 边界 为 


9(0) 17G 一 上 
r (0) = [ec Bç ] 


= (11 - 40) 
ao, (0) 
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7 
Jo ro 
1.5] 
3 
1 
2 
0.5| 
1 
-1 -0.5 0 05 1 -0.6-02002 06 1 -25-1.5-0.500.5 15 2.5 
xlo xlo xla 
wo! P (2) G) 
2.0| 3 
; 2 
1 
-08 -04 0 04 08 -1-050 05 1 15 2 -06-0200206 | 14 
slo xlo xlo 
(4) (5) (6) 


图 11-6 过 程 区 形状 


11.5 有 裂纹 扩展 速率 


11.5.1 区 间 连 续 条 件 


从 式 (11 - 28) 可 见 , 只 要 a 和 有 确定 , 则 裂纹 扩展 速率 也 就 随 
之 确定 。 为 此 先 讨论 裂纹 尖端 过 程 区 外 围场 分 区 情况 。 在 小 范围 
屈服 的 前 提 下 ,可 认为 自 裂 尖 向 外 依次 为 塑性 损伤 过 程 区 、 弹 性 损 
伤 过 程 区 和 无 损 弹性 影响 区 ( 见 图 11 - 7)。 根 据 式 (11 - 10) 和 
式 (11-17), 塑 性 损伤 过 程 区 内 ,有 
S; = art, (0), g; = ta/P re (0) (11-41) 
线 弹性 损伤 过 程 区 内 的 应 力 场 .损伤 场 和 应 变 场 分 别 设 为 
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无 影响 区 


图 11-7 RXSAEZAEHR 
a = aro, @ = BD @( 0), Ey = G a/p) r Es (0) 
(11- 42) 
作为 初步 探讨 仅 考虑 塑性 过 程 区 与 弹性 过 程 区 在 0= 0 处 的 界面 
条 件 。 为 此 ,二 区 在 9=0 处 交界 点 的 极 径 o, = r, (0) 可 由 
式 (11 -40) 给 出 , 即 
bi Bpoo, ese, 


w, = r,(0) = | = 
a0u 


(11-43) 


上 式 及 后 文中 的 下 标 0 表示 在 6= 0 取 值 。 于 是 塑性 与 弹性 过 程 
区 在 0=0 处 的 界面 条 件 为 
Oro = Fos em 一 so (0=0,r=w,) (11-44) 
考虑 到 损伤 区 对 远 场 的 影响 类 似 一 个 V 形 缺 口 场 ( 见 
图 11-7), 故 设 无 损 弹 性 影响 区 的 应 力 ,应变 场 为 
o; = Rra O, =E'Rr vey(0 (gq>2) 
(11-45) 
AFK, 为 一 个 应 力 强度 控制 因子 1 和。 
弹性 损伤 过 程 区 与 无 损 弹 性 影响 区 在 9 二 0 处 交界 点 的 极 径 


w, 可 由 损伤 门槛 条 件 确定 。 为 此 将 式 (11 - 42) 代 入 式 (11 - 7) 和 
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式 (11-8) 解 得 
126- 
- [p] Fe ] (1-46) 
Cauagoalo 
弹性 损伤 过 程 区 与 无 损 弹 性 影响 区 的 界面 条 件 可 表示 为 
Py = Ons Eio = Ejo (0 = 0,r = %,) (11- 47) 


11.5.2 有 裂纹 扩展 速率 


联 立 求解 式 (11 -41) 至 式 (11 -47) 可 以 解 出 & 和 有 ,将 其 代 人 
式 (11 -28) 可 得 形 如 


S = R: (1-48) 


的 裂纹 扩展 速率 公式 。 
特别 是 当 无 损 弹 性 影响 区 仍 为 通常 的 应 力 强度 因子 控制 区 
时 ,有 
KR,=AK!, q=2 (11- 49) 
于 是 式 (11 - 48) 成 为 


S = AK (11-50) 


参考 文献 [11. 6] 中 曾经 提 到 ,从 某 些 试验 所 得 到 的 裂纹 扩展 速率 
就 是 正比 于 应 力 强度 因子 的 平方 。 


11.6 结 论 


对 于 弹 塑性 疲劳 裂纹 ,基于 以 上 分 析 可 以 得 到 下 列 结论 ， 
O 过 程 区 应 力 场 没有 奇异 性 而 应 变 场 有 弱 奇 异性 ; 
@ 过 程 区 可 以 分 为 损伤 活动 区 和 完全 损伤 区 (损伤 驻 止 区 )， 
而 整个 过 程 区 可 以 被 视 为 一 个 带 损伤 的 V 形 缺 口 场 ; 
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@ 利用 损伤 力学 可 以 导出 Paris 型 的 裂纹 扩展 速率 公式 。 
参考 文献 


[11.1] LEMAITRE J. A Course on Damage Mechanics. Springer, Berlin, 
1992. 

[11.2] Moskvigin B. Plasticity for Variable Loading. Publishing House of 
Moscow University, Moscow, 1965. 

[11.3] 赵 军 .金属 构件 疲劳 失效 问题 的 损伤 力学 研究 :[ 博 士 学 位 论文 ]. 北 
京 :北京 航空 航天 大 学 ,1995. 

[11.4] WILLIAMS M L. Stress Singularities Resulting from Various 
Boundary Conditions in Angular Corners of Plates in Extension. 
Trans. ASME,1952, 74:526-528. 

[11.5] WU SF, ZHANG X, HE Q Z. A New Conservative Integral with 
Arbitrary Singularity and its Application. Int. J. Fracture, 1989, 
40:221-233. 

[11.6J LIU H W. A Review of Crack Growth Analysis. Theo. App. Frac- 
ture Mech. ,1991, 16:91-108. 

[11.7] ZHAO J, ZHANG X . Plastic Damage Analysis for the Process 
Zone of a Fatigue Crack. Fatigue & Fracture of Engineering Mate- 
rials & Structures 1998, 21,1403-1414. 


第 12 章 单调 加 载 下 扩展 裂纹 弹 逆 


性 损伤 渐 近 分 析 


与 传统 的 由 应 力 强度 因子 或 守恒 积分 控制 的 静止 裂纹 场 相 
比 ,单调 加 载 下 的 弹 塑性 扩展 裂纹 场 具有 众多 不 同 的 特性 。 导 至 
这 些 差别 的 主要 原因 在 于 : @ 后 者 存在 损伤 演化 机 制 ; @ 后 者 
的 渐 近 场 存 在 定常 或 非 定 常 条 件 。 关 于 单调 加 载 下 的 弹 塑 性 扩展 
裂纹 已 有 一 些 学 者 做 过 研究 7 ,但 其 并 未 引入 损伤 的 概念 ， 
而 且 对 于 渐 近 场 的 分 区 过 于 复杂 (最 多 达 五 个 分 区 ) 。 

本 章 引入 宕 硬化 弹 塑性 损伤 本 构 关系 ,对 单调 加 载 下 工 型 扩 
展 裂 纹 场 进行 渐 近 分 析 , 提 出 并 验证 了 两 个 分 区 的 方案 ,得 到 了 典 
型 参数 下 的 渐 近 场 解答 ,确定 了 过 程 区 的 形状 ,并 导出 了 裂纹 扩展 
速率 公式 的 理论 形式 。 


12.1 弹 塑 性 损伤 本 构 关系 


12.1.1 计 及 损伤 耦合 效应 的 应 力 -应 变 关 系 


参考 文献 [12.7] 指 出 ,单调 加 载 下 在 裂 尖 附近 距 裂 尖 稍 远 的 
区 域 仍 以 比例 加 载 为 主 ,因此 在 那里 仍 可 使 用 塑性 力学 全 量 理论 。 
据 此 并 运用 Lemaitre 的 应 变 等 效 性 原理 "* 引 ,可 以 得 到 计 及 损伤 
效应 的 Ramberg-Osgood 弹 塑 性 本 构 关系 
-_ l+». ,1—2v., Ce 
s= pS tgp id +E) 


mi e 
Sä 


E (12-1) 
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式 中 ,E 和 v 分 别 为 弹性 模 量 和 泊 松 比 ;6 和 nn 为 材料 常数 ;6; 为 
Kronecker 符号 ,而 
B=%/p =5/p o = a 
(12-2) 
y = Oj — 0m/3, o, = /3s;s;/2 
式 中 ,o 和 e5 分 别 为 应 力 和 应 变 ，?(0 委 9 入 1) 为 连续 度 ,， 反映 受 
损 材料 的 剩余 有 效 承载 面积 与 初始 完好 材料 的 承载 面积 之 比 。 
在 当前 问题 中 , 设 o; 在 裂 尖 具有 奇异 性 (这 一 假定 与 后 面 结 
果 自 治 ) 并 考虑 到 >l, 于 是 式 (12- 1) 中 的 主 项 即 是 其 中 的 非 线 
性 项 ,从 而 在 裂 尖 邻 域 式 (12 - 1) 可 改写 为 
ey = bio 'sjp”, b= bE— (12-3) 


s, 


12. 1.2 损伤 演化 方程 


损伤 演化 方程 采用 下 列 形式 "* 


dp =Y, 站 
e= =e (Y= >0) 42-4 
式 中 ,c Ap 为 材料 常数 ;而 Y 为 损伤 驱动 力 ,定义 为 
PA TCiup os0n z Tumi os (12-5) 


式 中 ,Ciw 为 无 损 材料 的 柔 度 张 量 。 


12.2 渐 近 场 基本 方程 


12.2.1 变形 相 容 方程 


”现在 考虑 图 12 -1 所 示 的 单调 加 载 下 的 工 型 扩展 裂纹 (图 中 
加 点 的 区 域 表示 损伤 ) 渐 近 场 。 设 Airy 应 力 函 数 为 
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A =ar AO) (12-6) 
从 而 应 力 可 表示 为 
or = art ,, (0), On =ar’), ae = a r°, (0) 
(12-7) 


Or = Q+2A+2A, s =Q +2 GQ q+1DA 
g, =— Q +1)A” 
(12-8) 
式 中 ,( )'=d( )/d9。 进一步 ,利用 式 (12 - 2)、 式 (12 - 7) 和 
式 (12 -8) 可 得 偏 应 力 


s, 一 ar (0), se = a r?)sa (0), s, = a rs, (0) 
(12-9) 

Sr = 210, 一 Z20005 Se = Z100 一 220, » 50 = 6, 
(12 - 10) 


A 2 =2/3, 7 =1/3 适 于 平面 应 力 状态 ;xz = z, =1/2 适 于 平 
面 应 变 状态 。 
将 式 (12 - 9) 和 式 (12 - 10) 代 入 式 (12 - 2) 得 到 
o, = a r*a,(0) (12-11) 


E 12-1 损伤 过 程 区 示意 图 


式 中 
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> 《02 + Ta 一 ago + 302)? (平面 应 力 ) 
(平面 应 变 ) 
(12 - 12) 
对 于 损伤 场 ,考虑 到 裂 尖 应 完全 损伤 ,其 连续 度 为 零 ,而 距 弄 
尖 越 远 ,损伤 越 小 ,而 连续 度 越 大 , 故 设 
p = Br“g(0) (12 -13) 
式 中 ,w>>0。 
利用 式 (12 - 3) 、 式 (12 -9)、 式 (12 -11) 和 式 (12 -13)， 可 得 
应 变 场 为 


en =b (g) OPEO, ew = b (F) 0) 
“S b. (g) s, 0 
(12- 14) 
er 一 POS po Eo = p "27 sas En = PITS o 
2-15) 
进一步 把 式 (12 - 14) 代入 相 容 方程 
1 ge,, ge,, 9? 2 .9/9e0\ 
Tae a toO al a)? 02-10 
可 得 
人 ,十 ee 十 ee 十 eaeo = 0 (12-17) 
el 一 一 2(e 十 1)， ez 一 一 e 
| (12 - 18) 
e, = e(e+ 1), e= n(À— p) 


式 (12 -17) 成 为 一 个 关于 A 和 9 且 含 有 特征 值 和 的 四 阶 常 微 
分 方程 。 


12.2.2 损伤 演化 协调 条 件 


现在 讨论 损伤 演化 方程 的 渐 近 形式 。 由 式 (12 - 5)、 
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式 (12 -7) 和 式 (12 -13) 得 到 


1 / a Y° zany 
Y=#[2) re», — Y(0 = FEC up jaw 


(12 -19) 
注意 到 图 12 -2 中 的 几何 关系 ,有 


和 =— cos 0, 至 = Lsin@ Gda) (12-20) 


同时 考虑 到 式 (12 - 19), 得 到 
2 Bt 
r-a- akay ===) 


Be 


[Y'sin 0—20 — p) Ycos 9] $E) + (12-21) 
当 [d(a/B)?]/(a/ 有 B)? 尖 (da)/r， 也 即 在 裂 尖 附近 距 裂 尖 稍 远 的 区 
域 仍 以 比例 加 载 为 主 ( 见 附录 C), 则 取 式 (12 - 21) 主 项 可 得 
l caso d/a i sÑ 
Y= Er Yal) (12 - 22) 
将 式 (12 - 19) 和 式 (12 -22) 代 入 式 (12 -4)， 得 到 
d c ay” àp) ıd : 4 2 5. 
S= plg)" a i alf) lal) >0] 
(12 -23) 


利用 图 12 - 2 中 的 几何 关系 及 式 (12 - 13) ,可 得 


de _ de da d8 Pe da 
E dad = [5 “g + Br (g sin 0 — #g@cos Dg 


(12 -24) 
鉴于 越 靠近 裂 尖 的 点 其 损伤 越 大 或 连续 度 越 低 , 而 其 损伤 演 

化 速率 也 越 高 ,这 一 特性 要 求 保留 式 (12 - 24) 中 的 第 二 项 , 即 
= Rr (Ẹ'sin 0— ppcos 0) 92 (12-25) 


di 
它 体现 出 9 在 +>0 和 Ap<1 时 具有 奇异 性 。 
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图 12-2 裂纹 扩展 时 的 几何 关系 


对 比 式 (12 - 23) 和 式 (12 - 25) 可 以 得 到 一 组 损伤 演化 协调 
条 件 


9 sin 9 一 wpcos 0 =— Y” (12-26) 
2(p+1)(A— y) = #—1 (12- 27) 
da _ 2c (ey _ 
re gasan 


其 中 式 (12 - 27) 表 明 和 #l zu 并 不 独立 ,因此 式 (12 - 17) 与 
式 (12 - 26) 构成 关于 特征 函数 A 和 5 以 及 特征 值 的 求解 问题 。 
式 (12 -28) 将 用 于 确定 裂纹 扩展 速率 。 


12.3 边界 条 件 及 解法 


12.3.1 边界 条 件 


式 (12 - 17) 和 式 (12 - 26) 的 求解 属于 两 点 边 值 问题 (分 别 在 
90=0 和 9 一 x) 。 由 于 工 型 裂纹 场 具 有 对 称 性 ,所 以 
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A'(0) =A”) =g (0) =0 (12 -29) 
又 因 Ariy 应 力 函 数 的 角 分 布 函数 A (0) 主要 反映 角 分 布 模 态 , 故 
可 设 
A(0)=1 (12 - 30) 
利用 式 (12 -17) 和 式 (12 -26) 可 以 导出 € 
pO) = fiA), FO) = f(A) (12-31) 
其 中 人 表示 人 (0)。 为 节约 篇 幅 , 式 (12 - 31) 的 具体 形式 不 再 
列 出 。 
在 裂纹 表面 要 求 
Ga (m) = G, (z) = 0 (12 - 32) 
gm) = 0 (12 -33) 
由 于 Y(0)>0, 并 且 认为 9 在 从 9=0 到 0=-r 的 范围 内 逐渐 减 
小 ,因此 可 以 假定 ?在 某 一 角度 boE(0,zx] 已 降 为 零 。 如 果 这 种 
情况 出 现 , 就 意味 着 把 [0,z] 分 成 两 个 区 : 其 中 [0,2 ) 称 为 损伤 发 
展区 或 损伤 活动 区 , [04,*j] 称 为 完全 损伤 区 或 损伤 驻 止 区 
AA 12 - 1) ,分 别 满足 2220 和 p=. 
因为 完全 损伤 的 介质 不 能 承担 任何 应 力 , 所 以 在 完全 损伤 区 
内 恒 有 
pomo _ @,<0<m=>| 
s,, (0) = ss (0) = s,, (0) = 0 j 
(12 ~ 34) 
显然 式 (12 - 32) 和 式 (12 - 33) 同 时 得 到 满足 。 下 面 主 要 讨论 损伤 
活动 区 的 情况 。 
根据 0, 的 定义 以 及 式 (12 - 34) ,可 得 0= 6, 两 侧 的 界面 条 件 
为 
p(t) = pa) = 0 
Ga(0;) = Solla) = 0, — Ga(6;) = G. (0,) = 中 
(12- 35) 
利用 式 (12 - 8) 并 求 极限 , 则 上 式 成 为 
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9(0,) =0 | 
A) = A'(0,) = 0 
由 于 完全 损伤 区 内 变形 不 定 (任意 ) , 故 不 必 再 在 界面 条 件 中 
加 入 变形 协调 条 件 。 
总 之 ,完全 损伤 区 性 质 已 定 ,如 式 (12 - 34); 损伤 活动 区 的 控 
制 方程 为 式 (12 - 17) 和 式 (12 - 26); FERKA A Ap: 待定 参 
数 为 xy, A” (0) 和 ;边界 条 件 为 式 (12 - 29)、 式 (12 - 30)、 
式 (12- 31) 和 式 (12 -36) 。 


(12-36) 


12. 3.2 求解 方法 


求解 步骤 按 下 述 方式 进行 。 
O 鉴于 任 给 USDM AÇ, 利用 式 (12 -29), 式 (12~30) 和 
式 (12 -31) 积分 式 (12 - 17) 和 式 (12 - 26) (可 采用 四 阶 变 步 长 
Runge -Kutta 法 ) 可 以 得 到 一 个 0° € [0,7], 且 满足 
9(0 ) = 0 (12-37) 
因此 可 将 0" 视 为 x 和 As 的 一 个 函数 ， 
@ 由 于 (2 ) 和 人 (2 ) 在 求解 9" 时 被 同时 确定 ,因此 它们 
也 可 视 为 yx 和 A4 的 函数 ,并 表示 为 
A0) = ALO (AD 
A'(0:) = A'O el 
显然 ,对 任意 4 和 Ao,A(9" ) 和 A'(0" ) 一 般 并 不 等 于 零 。 
© 求解 下 列 非 线 性 方程 组 : 
ALO" (y,A%)]=0 
ACO (uA) = a 
即 得 到 所 求 的 上 和 Ao， 而 对 应 的 9" tB IE R: 0, ,同时 也 就 得 到 了 各 
场 的 角 分 布 函数 。 


(12 - 38) 


(12 - 39) 
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12.4 参数 研究 


12.4.1 奇异 性 阶 次 


针对 典型 参数 进行 计算 。 表 12 - 1 列 出 了 各 场 渐 近 阶 次 ,其 
中 损伤 场 应力 场 和 应 变 场 的 渐 近 阶 次 分 别 为 xy,X AAC y), i 
损伤 活动 区 和 完全 损伤 区 的 分 界 角 为 0,。 图 12 - 3 至 图 12 - 5 分 
别 表示 了 无 量 纲 化 的 应 力 和 连续 度 角 分 布 模 态 以 及 由 式 (12 - 41) 
所 确定 的 塑性 过 程 区 形状 (其 中 %==r, (0))。 子 图 号 (1) 到 (6) 的 
意义 表示 于 表 12- 1 中， 


320.4 一 £ 


0 20 40 60 80100120140 


oC) 
(3) 


图 12-3 无 重 纲 化 的 应 力 分 布 
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1 


0.8 
0.6 
0.4 Š 2),(3),(4) 
02 
HE 


` @ 
OC 
40 60 80 100 120 140 
oC) 


正则 化 连续 度 分 布 


图 12-4 无 量 纲 化 的 连续 度 分 布 


yo yo 
1.5] k 
3 
1 
2 
0.5| 
1 
-1 -05 0 05 1 -0.6-0.200.2 0.6 1 -2.5 —1.5-0.500.5 15 2.5 
xlo xlo xlo 
a) 2) (3) 
lo yo 
20 $ 
1.5 2 
1 
—08 04 0 04 081 -1-050 05 1 15 2 — -06-0200206 1 14 
xlo xlo xlo 
(9 (5) (6) 


图 12-5 过 程 区 形状 
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#12-1 渐 近 阶 次 和 分 界 角 为 6, (v=0.3) 


0.445 3 |-%4as | 119.3 


0.736 8 |—0.592 2| 116.5 | 


0.209 9 —0.3387| 125.6 
0.591 8 |—0.6120| 127.5 


0. 989 8 | 一 0.008 4 


0.878 9 | 一 0.272 7| 


12.4.2 过 程 区 形状 


过 程 区 形状 可 由 经 过 应 变 等 效 性 原理 修正 的 Mises 准则 确 
定 , 即 
olg =o, (12 - 40) 
式 中 ,o, 为 届 服 应 力 。 将 式 (12- 11)\ 式 (12 -13) 代 入 式 (12 -40) 
给 出 塑性 过 程 区 边界 为 


_ BeO) 1/0—u) S 
r,(0) = Ex (12 -41) 


12.5 裂纹 扩展 规律 


12.5.1 区 间 连 续 条 件 


从 式 (12 - 28) 可 见 ,只 要 a 和 8B 确定, 则 裂纹 扩展 速率 也 就 随 
之 确定 。 为 此 需要 探讨 裂纹 尖端 过 程 区 外 围场 的 性 质 。 在 小 范围 


届 服 的 前 提 下 , 设 直 接 包 围 塑 性 过 程 区 的 是 一 线 弹 性 区 ,其 应 力 和 
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应 变 场 可 表示 为 
o; = Qir”; 0), 6 = E` Q rE; (0) 
(2-42) 
式 中 ,Qi 为 一 个 控制 因子 。 而 考虑 到 损伤 区 对 远 场 的 影响 类 似 一 
个 V 形 缺口 场 ( 见 图 12 - 1), 故 q2, 
作为 初步 探讨 仅 考虑 过 程 区 与 Qi 控制 区 在 6=0 处 的 界面 条 
件 ,也 即 
or 一 0 Eso 一 E00 (=0, r=w=r,(0)) 
(12 -43) 
将 式 (12 -7)、 式 (12 - 14)、 式 (12 - 41) 和 式 (12 - 42) 代 入 
式 (12 -43) 得 


oo = Q Ga, b (F) e = Sosa 
a (Bea, ae 
aS o 
(12 - 44) 
上 式 中 的 下 标 0 表示 在 9= 0 取 值 。 求 解 式 (12 - 44) 可 得 
a = Rao RD (Eb, PHQ? (12 - 45) 
B= Rg He (Eb) QI” (12 - 46) 
w = Rior™ (Eb, ) *Q% (12 -47) 
式 中 
R (下 证， pR- Ry 
一 六) R= R= pa 
B RPR 
R = = . R; Rr Rr 
(12 - 48) 


12.5.2 # 1 E 3k 35 


将 式 (12 - 45) 和 式 (12 -46) 代 入 式 (12 -28) 得 到 
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-de Qf 2-49) 


2CRiCerD gheto 
E” R; (Eb, )™ ° 


R, = [Rp0 R] 


c 


(2 - 50) 
上 式 即 裂纹 扩展 速率 表达 式 。 
由 于 假设 人 所 以 可 设 
= WasLi EL:，…，L。)KT (12 - 51) 


PEE A x: 以 及 结构 几何 参数 Lis L, , =: Ln WR 
数 ;K1 为 按照 裂纹 长 度 为 a 所 算出 的 应 力 强度 因子 (当然 Ki 控 
制 区 可 能 并 不 存在 ) 。 若 将 式 (12 - 51) 代 入 式 (12 -49) 可 得 


da QK Da _ 
qK, 一 1 一 XIK， jr Cada) (1292) 


特别 地 ,如 果 包 围 过 程 区 的 就 是 K 控制 场 , 则 
Qi =KI， q=2, n=1 (12-53) 
从 而 由 式 (12- 49) 或 式 (12 - 52) 可 得 
-4 cK] (12 - 54) 


式 (12 -49)\ 式 (12 - 52) 和 式 (12 - 54) 对 于 从 理论 上 确定 裂纹 单 
调 扩展 阻力 曲线 具有 明确 的 参考 价值 。 分 别 积分 这 三 个 方程 得 到 


Q. = (Eha +Q ina) i (12 -55) 


Kia =7 (a + Aa; List, Lm )[£aa+ 
mao Li, Ln) KI ra)" (12 - 56) 


Kips (Saat Kaw) (12-57) 
式 中 ,Qig 和 Kik 分 别 为 对 应 于 QI 和 Ki 的 断裂 阻力 ;Qirw 和 
Kigw 分 别 为 对 应 于 Qig 和 Kix 的 门槛 值 ;ao 与 Aa 分 别 为 初始 裂 


纹 尺寸 和 裂纹 扩展 量 。 式 (12 - 55) 和 式 (12 - 56) 表 明 , 如 果 过 程 
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区 围场 由 Q, 控制 , 则 Qt 阻力 曲线 与 a, 无 关 , 而 由 其 等 效 变换 出 
来 的 Ki 阻力 曲线 与 a。 有 关 ; 式 (12 - 57) 则 表明 如 果 过 程 区 围场 
由 Ki 控制 , 则 天: 阻力 曲线 与 ao 无 关 。 


12.6 结 论 


对 于 单调 弹 塑性 扩展 裂纹 ,基于 以 上 分 析 可 以 得 到 下 列 结论 : 

Q@ 过 程 区 应 力 场 没 有 奇异 性 而 应 变 场 有 奇异 性 ; 

@ 过 程 区 可 以 分 为 损伤 活动 区 和 完全 损伤 区 (损伤 驻 止 区 )， 
而 整个 过 程 区 可 以 被 视 为 一 个 带 损 伤 的 V 形 缺 口 场 ; 

@ 裂纹 扩展 规律 以 及 阻力 曲线 可 以 借用 损伤 机 制导 出 。 
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13.1 材料 断裂 韧 度 与 试 样 厚 度 关 系 


13.1.1 引 言 


在 断裂 力学 中 ,构件 裂纹 起 始 扩展 时 的 临界 应 力 强度 因子 即 
断裂 韧 度 ,可 以 用 来 预示 含 裂纹 结构 的 剩余 强度 , 它 的 大 小 取决 于 
试 样 厚度 、 和 裂纹 取向 、 试 验 温度 和 加 载 速 率 等 ,其 中 对 断裂 蔬 度 起 
决定 性 作用 的 因素 是 试 样 的 厚度 。 目 前 针对 断裂 韧 度 与 厚度 关系 
进行 了 较 多 的 研究 5* 3 。 但 是 ,由 于 断裂 韧 度 与 试 样 厚度 关 
系 的 复杂 性 ,现在 还 没有 对 这 种 关系 进行 比较 恰当 的 ,真正 能 够 适 
用 于 工程 应 用 的 数学 描述 ,目前 只 有 一 些 关 于 使 用 标准 主 曲线 来 
确定 断裂 韧 度 下 界 的 研究 "5 。 

显然 ,如 果 能 够 使 用 特定 的 数学 公式 描述 断裂 韧 度 与 试 样 厚 
度 的 关系 ,那么 就 可 以 通过 少量 的 试验 或 者 直接 根据 已 有 的 试验 
数据 来 获得 所 需 材料 厚度 的 断裂 韧 度 ,大 大 节省 试验 的 开支 与 缩 
短 研究 的 周期 。 本 节 将 在 此 方面 进行 有 意义 的 尝试 。 


13.1.2 材料 断裂 韧 度 与 试 样 厚度 关系 的 定性 
描述 
当 试 样 厚度 较 小 时 , 试 样 裂 尖 附近 处 于 平面 应 力 状态 。 随 着 
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试 样 厚度 的 增加 ,平面 应 力 状态 向 平面 应 变 状态 过 滤 。 在 试 样 厚 
度 超过 一 定数 值 以 后 ,材料 将 完全 处 于 平面 应 变 状态 。 而 试验 结 
果 表 明 , 在 一 定 的 范围 内 , 较 菏 的 试 样 具有 较 大 的 断裂 韧 度 , 随 着 
试 样 厚度 的 增加 ,材料 的 断裂 官 度 值 将 逐渐 减 小 ,最 终 趋 于 一 个 恒 
定 的 较 低 极限 值 。 断 裂 韧 度 随 试 样 厚度 的 变化 关系 如 图 13-1 所 
示 。 根 据 以 上 研究 结果 发 现 ,充分 厚 的 试 样 在 完全 处 于 平面 应 变 
状态 的 条 件 下 ,材料 的 断裂 韧 度 将 不 再 随 着 厚度 变化 ,而 是 表现 为 
一 个 恒定 的 常数 。 这 个 常数 就 是 材料 的 平面 应 变 断 裂 官 度 , 它 代 
表 着 材料 断裂 韧 度 的 下 限 。 平面 应 变 断 裂 韧 度 是 材料 的 一 种 
性 能 。 


断裂 官 度 K。 


板 厚 ! 
图 13-1 断 昏 辆 度 与 试 样 厚度 关系 的 定性 描述 


13.1.3 材料 断裂 韧 度 与 试 样 厚度 关系 的 定量 
分 析 
根据 格 利 菲 斯 (Griffith) 表 面 能 理论 , 张 开 型 裂纹 的 断裂 判 


据 为 
G=2S a3-1) 


式 中 ,S 为 表面 能 ;G 为 能 量 释放 率 。 对 于 张 开 型 裂纹 有 


GE z Kt (13-2) 
1 
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RPK 为 张 开 型 裂纹 应 力 强度 因子 ; E, 为 广义 弹性 模 量 ,其 大 
小 为 


Iz 
AFE 为 弹性 模 量 ;v 为 泊 松 比 。 
对 于 处 在 平面 应 变 状态 的 材料 而 言 , 由 式 (13 - 1) 与 
式 (13 -2), 可 得 张 开 型 断裂 韧 度 K1c 如 下 : 


Kic =V2ES (13-3) 
进一步 ,根据 巴林 布 拉 特 (Barenblatt) 吸 附 力 理论 
s= 1 poas (13-4) 


式 中 ,5 为 裂 尖 附近 吸附 区 内 裂纹 张 开 位 移 ;p(6) 为 吸附 区 内 裂纹 
上 .下 两 岸 吸 附 力 集 度 , 而 6" 则 为 裂纹 张 开 位 移 的 极限 值 。 当 ó> 
ò 时 ,吸附 力 消失 ,p=0。 吸 附 区 内 p 与 6 的 分 布 以 及 p 与 6 的 
关系 示 于 图 13 - 2。 


p(6) 


x F] 


图 13-2 BEA 3 HE B X R BH 23 89 $ # R I W 31 5 JF t 38 05 X: 5. 


对 于 处 在 平面 应 力 状态 的 延展 性 材料 而 言 ,根据 达 格 代 尔 
Dugdale) 理论 , 裂 尖 附近 的 塑性 区 可 简化 为 沿 裂纹 延长 线 上 的 一 
段 狭 长 条 带 。 因 此 ,塑性 区 可 视 为 吸附 区 ,而 塑性 区 中 的 应 力 可 
视 为 吸附 力 p。 从 而 ,平面 应 力 状态 的 断裂 韧 度 可 藉 助 式 (13 - 3) 
与 式 (13 - 4) 表 示 如 下 : 
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让 
Kc =VE| a(ò)dò (13-5) 
° 


由 于 塑性 区 滑 移 面 与 板 平面 成 45° 角 (如 图 13 - 3 所 示 ) , 故 塑 
性 区 内 裂纹 张 开 位 移 6 等 于 塑性 区 正 应 变 e 与 板 厚 上 的 乘积 , 即 
6 二 te。 于 是 式 (13 - 5) 变 为 


人 
Ke =, JEt] (ede (13 -6) 


图 13-3 平面 应 力 情况 下 塑性 区 滑 移 面 
与 板 平面 的 关系 示意 图 


塑性 区 内 o 与 6 的 分 布 以 及 o 与 s 的 关系 示 于 图 13 -4。 


图 13-4 ”裂纹 尖端 塑性 区 内 正 应 力 的 分 布 及 应 力 与 塑性 应 变 的 关系 
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根据 以 上 分 析 ,可 知 
34 —0 时 ,材料 完全 处 于 平面 应 力 状态 ,断裂 韧 度 Kc 与 板 
厚 的 平方 根 成 正比 , 即 
Kc = &t? 43-7) 
4 二 co 时 ,材料 完全 处 于 平面 应 变 状态 ,断裂 韧 度 Kc 将 不 
再 随 板 厚 : 而 变化 ,而 表现 为 一 个 恒定 的 常数 , 即 
Ke = Kic 3-8) 
当 1 为 任意 厚度 时 ,采用 如 下 表达 式 来 描述 一 般 情况 下 断裂 
WE Kc 与 板 厚 : 的 变化 关系 : 
Ke = &te“ + Kyc(1— e“) (3-9) 
式 中 ,与 < 是 材料 常数 。 
对 于 式 (13 - 9), 采 取 如 下 两 种 极限 分 析 : 
M t0 时 ,er ->1,(1 一 e”) 一 0, 则 Kett; 
4 t>coff ,e™™—0, (1— e7“ )—>1, W Ke>K ico 
由 此 可 见 , 式 (13 - 9) 完 全 能 够 描述 材料 在 各 种 状态 下 的 断裂 
殷 度 与 试 样 厚度 的 关系 。 由 式 (13 - 9) 所 表示 的 理论 曲线 见 
图 13-5。 


LEELA 


° 


板 厚 ! 


图 13-5 断裂 韧 度 与 试 样 厚 度 关 系 的 理论 曲线 图 
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13.1.4 材料 常数 6 与 的 确定 


对 于 不 同 的 材料 而 言 , 式 (13 -9) 中 的 材料 常数 & 与 x 具有 不 
同 的 值 。 确 定 ES e 的 具体 过 程 如 下 所 述 : 

首先 ,在 相同 的 试验 条 件 下 ,对 于 所 研究 的 材料 选取 若干 种 试 
样 厚 度 分 别 进行 试验 ,获取 它们 所 对 应 的 断裂 韧 度 。 

然后 ,根据 获得 的 相应 厚度 下 的 断裂 韧 度 值 ,使 用 式 (13 - 9) 
进行 最 小 二 乘法 拟 合 ,以 获取 材料 常数 6 与 < 以 及 平面 断裂 韧 
BK ico 

在 具体 的 最 小 二 乘法 拟 合 过 程 中 ,假定 式 (13 - 9) 中 «为 已 知 
常数 , 拟 合 与 Kic。 令 


N 
PEK) = >) (Ke — Kà) = 
i=l 


N 
D iKa gte — Ke0 e)] (13-10) 
i=l 


RE, K cs A AL 18 bk 5 Pr 3k 48 0 3£ e JEE BE SF X3 AE hG 8 29 89 BE (8 , 
Ke 为 通过 理论 公式 (13 - 9) H 38 BJ 1 JE BE F W r 38 H BE Ë ; 
PCE, K jc) BUA EERIE 349 I 24 H EE 8 5 TF PE Br 49 W 28 12) BE Ë 
之 间 误 差 的 平方 和 。 要 使 8(6,Kic) 达 到 极 小 ,只 需 将 式 (13 - 10) 
分 别 对 与 Kx 求 偏 微 分 ,并 令 其 等 于 零 。 有 


N 
2 2D Ka tiie — Ki(l— eJ e = 0 
i=] 


N 
=P 一 一 2》 [Ka — ble" — Ke0 ee) 0 
əKx 2 


(13-11) 
化 简 整理 后 得 到 求解 《与 天 xc 的 线性 方程 组 , 即 
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N N N 
ED ne 4 Ke 5] — e )e = X>) Koie™ 
i=l i=l i=l 


N N N 
ED REAd) Ke N Ae) = >) Kale) 
i=l i=l i=l 


(13-12) 

解 方程 组 就 可 以 得 到 断裂 彻 度 方程 中 的 《与 K 1c。 必 须 指出 ,在 
上 述 公式 的 推导 过 程 中 ,假设 < 是 已 知 常数 , 随 着 « 值 的 不 同 , 拟 
合 所 得 到 的 与 Kic 值 是 不 同 的 , 拟 合 误差 p(&,K1c) 的 大 小 也 会 
有 所 不 同 。 

因此 ,还 需要 选取 不 同 的 « 值 分 别 进行 拟 合 , 以 拟 合 误差 
9(6,Kic) 为 优化 目标 ,对 “ 值 进 行 优化 ,最 终 优化 所 得 到 的 « 值 
以 及 在 此 * 值 下 通过 最 小 二 乘法 获得 的 与 K 1c 即 为 所 求 。 

这 样 就 得 到 了 具体 材料 的 断裂 韧 度 Kc 与 厚度 的 变化 
曲线 。 


13.1.5 理论 曲线 与 试验 验证 


在 进行 试验 验证 时 ,选取 了 本 章 参考 文献 [13.6] 中 的 两 种 材 
ËL TC4(L -T) 与 LY12CZ(L -T) 作 为 验证 对 象 。 

1. ë £ TC4 

对 于 TC4(L-T) 板 材 , 参 考 文献 [13. 6] 提 供 了 四 种 厚度 ,分 
别 是 2 mm,5 mm,10 mm 和 15 mm。 具 体 的 实验 条 件 是 :试验 环 
境 是 实验 室 空 气 , 试 样 类 型 是 紧凑 拉 伸 C(T) ,取样 方向 为 直 -T。 
通过 试验 可 以 获得 四 种 厚度 下 的 材料 断裂 韧 度 。 进一步 采用 
式 (13 -9) 对 上 述 试验 数据 进行 最 小 二 乘法 拟 合 ,通过 式 (13 - 12) 
计算 得 到 具体 的 Kic drt, A RAE Kc 与 厚度 i 的 
变化 曲线 即 可 得 到 。 

(1) 第 一 种 拟 合 方 法 

在 进行 最 小 二 乘法 拟 合 时 ,首先 使 用 三 个 试验 数据 点 进行 拟 
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合 。 表 13 -1 列 出 了 不 同 “ 值 所 对 应 的 拟 合 误差 , 拟 合 误差 
9(&,K1c) 与 «的 变化 关系 如 图 13 -6 所 示 。 
表 13-1 TC4(L-T) 三 点 拟 合 误 差 


0.0 0.5 1.0 1.5 
参数 


图 13~6 拟 合 误 差 9(§,Kic) 与 的 变化 关系 
所 拟 合 的 断裂 韧 度 与 厚度 变化 曲线 如 图 13 - 7 所 示 。 从 图 中 
可 以 看 出 ,与 拟 合 过 程 中 未 使 用 的 10 mm 厚度 试验 数据 点 相 比 ， 
拟 合 曲线 上 10 mm 对 应 的 数据 点 差别 不 大 (其 相对 误差 见 
图 13 -7)。 考 虑 在 具体 的 试验 过 程 中 其 他 因素 的 影响 ,可 以 认为 
该 点 也 满足 所 拟 合 Kc ~ 方程。 
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c] 
S 


a 
> 


EN 
= 


i241% | 


内 
2 


a 
= 


a ”试验 数据 
— KHR 


断裂 声 度 K-/(MPa m’) 
ë 


yia H 
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 
板 厚 !/mm 


注 ; 使 用 三 个 试验 数据 点 拟 合 ,<=0. 33,6=44. 220 1 ,Kic=59.690 3。 
图 中 所 标 百 分 比 为 理论 数据 点 与 试验 数据 之 间 的 相对 误差 ,以 下 各 图 同 。 
图 13-7 TC4 板材 (L-T) 断 裂 韧 度 与 板 厚 的 变化 曲线 及 试验 验证 


(2) 第 二 种 拟 合 方法 

进一步 ,使 用 四 个 试验 数据 点 拟 合 Ke 一 :方程 。 表 13 - 2 列 
出 了 不 同 <“ 值 所 对 应 的 拟 合 误差 。 拟 合 曲线 的 具体 结果 如 
图 13 -8 所 示 。 与 采用 三 个 试验 数据 点 拟 合 的 Kc 一 上 曲线 相 比 ， 
图 13 - 8 中 的 曲线 与 整体 试验 结果 更 为 接近 (各 数据 点 的 相对 误 
差 见 图 13 -8) 。 因 此 ,完全 可 以 认为 ,如 果 能 够 获得 更 多 的 试验 
数据 点 ,将 可 以 拟 合 出 确切 符合 材料 性 质 的 开 c 一 上 曲线 方程 。 但 
是 ,由 于 试验 条 件 与 人 力 、 物 力 的 限制 ,不 可 能 得 到 大 量 的 试验 数 
据点 ,只 能 通过 少数 的 试验 来 获得 材料 的 性 质 。 这 也 正 是 本 文 研 
究 的 主要 目的 。 
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2 


‘0.007% 


x 
° 


è 


88 BJEEKOI(MPa ° m”) 
s 


w 
° 


0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 
板 厚 imm 


注 : 使 用 四 个 试验 数据 点 氢 合 ,< 一 0. 32,6 一 44. 752 6,Kic=58. 815 6. 
图 13 -8 TC4 板材 (L-T) 断 裂 韧 度 与 板 厚 的 变化 曲线 及 试验 验证 


表 13 -2 TC4(L-T) 四 点 拟 合 误差 


2. 铝 合金 LY12CZ 
对 于 LY12CZ(L -T) 板 材 , 参 考 文献 [13. 6] 也 提供 了 四 种 厚 
度 ,分 别 是 2 mm,4 mm,6 mm 和 10 mm。 具体 的 实验 条 件 是 : 试 


验 环境 是 实验 室 空 气 , 试 样 类 型 是 紧凑 拉 伸 C CT) , 取样 方向 为 
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L-T。 通 过 试验 可 以 获得 四 种 厚度 下 的 材料 断裂 韧 度 , 具体 大 小 
可 以 参看 图 13 - 9。 

对 于 LY12CZ(L - DH ,同样 分 别 计 算 采 用 三 个 试验 数据 
点 与 采用 四 个 试验 数据 点 所 拟 合 的 结果 ,如 图 13 - 9 与 图 13 - 10 
所 示 。 对 应 于 不 同 的 < 值 ,其 拟 合 误差 分 别 见 表 13 - 3 与 表 13 - 4, 


40 


15.08 % 


30 


断裂 韧 度 Kc/(MPa ° m°) 
w 
S 


0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 
板 厚 {mm 


Hi: 使 用 三 个 试验 数据 点 拟 合 ,x=0. 29,6= 36. 232 1,Kic=24. 220 8。 
图 13-9 LY12CZ 板材 (上 L-T) 断 裂 韧 度 与 板 厚 的 变化 曲线 及 试验 验证 


表 13-3 LY12CZ(L-T) 三 点 拟 合 误差 
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断裂 韧 度 K-/(MPa m”) 
名 


0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 
板 厚 ymm 


注 : 使 用 四 个 试验 数据 点 拟 合 ,< 一 0. 47,€=41. 939 7, Ki =28. 226 3, 
图 13-10 LY12CZ 8 (L - T) REA F 5548 B hh IE 4k fh t 3 ik Bo 39 ur 


表 13-4 LY12CZ(L-T) 四 点 拟 合 误差 


比较 图 13 - 9 与 图 13 - 10 中 理论 数据 与 试验 数据 之 间 的 相 
对 误差 ,同样 可 以 发 现 ,与 采用 三 个 试验 数据 点 情况 相 比较 ,在 采 
用 四 个 试验 数据 点 的 情况 下 ,数据 的 相对 误差 较 小 , 拟 合 的 理论 曲 


线 优 于 采用 三 个 试验 数据 点 拟 合 的 结果 。 
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13.1.6 断裂 韧 度 与 试 样 厚度 关系 的 进一步 研究 


通过 上 述 试验 研究 发 现 ,TC4(L -T) 板 材 的 理论 曲线 与 试验 
有 易 合 较 好 ,而 LY12CZ(L -T) 板 材 的 理论 曲线 与 试验 数据 相对 误 
差 偏 大 一 些 。 针 对 这 种 情况 ,可 以 通过 调节 式 (13 - 9) 指 数 函 数 
e 中 厚度 上 的 塞 次 以 提高 理论 曲线 的 精度 。 
将 理论 曲线 式 (13 - 9) 写 成 如 下 更 为 一 般 的 形式 : 
Ke = ttle +Kic(l—e"") (13 -13) 
FEK m 可 以 根据 试验 数据 通过 最 小 二 乘 方法 进行 拟 合 得 到 。 
以 LY12CZ(L - DAP, ER m= 2,38 (13 - 13) 写 成 
Ke = &#te“ +K cA e) (13-14) 
根据 三 个 试验 数据 点 (t= 二 2 mm,4 mm,10 mm) 进 行 拟 合 得 到 具体 
的 Kic,§ 与 x 值 ,然后 以 1:=6 mm 的 试验 数据 进行 验证 ,其 结果 
如 图 13 -11 所 示 。 结 果 表 明 ,t=6 mm 时 理论 结果 与 试验 数据 的 
相对 误差 为 5. 89 % 。 由 此 可 见 , 理 论 曲线 的 精度 已 有 明显 提高 。 
为 了 进一步 提高 理论 曲线 的 精度 , 取 闷 一 3, 可 得 理论 曲线 
如 下 : 
Ke = &te 十 Kic(1 一 er ) (13-15) 
拟 合 结果 如 图 13 - 12 所 示 。 从 图 中 可 以 看 出 ,==6 mm 时 理论 结 
果 与 试验 数据 的 相对 误差 已 降 为 1. 44 %。 
比较 图 13- 9、 图 13 -11 与 图 13 - 12, 可 以 发 现 ;一 6 mm 处 
理论 曲线 与 试验 数据 间 的 相对 误差 大 幅 下 降 ; 对 于 LY12CZ, 理论 
公式 (13 - 15) 的 拟 合 结果 完全 符合 工程 应 用 的 要 求 。 
因此 ,如 果 理 论 曲线 式 (13 - 9) 与 试验 数据 间 相 对 误差 偏 大 ， 
可 以 通过 调节 e “项 中 关于 :上 的 和 次 ,达到 进一步 提高 理论 曲线 
精度 的 目的 。 
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20 =30.154 6t e °%”+29.108 (1-6 °°”) 


斯 裂 韧 度 K-/(MPa * m”) 


10 


oL l i i 
0 2 4 6 8 10 12 14 16 I8 20 22 24 26 28 30 


板 厚 tymm 


注 ; 使 用 三 个 试验 数据 点 拟 合 ,x 二 0. 07,€ 二 30. 154 6,Kr 一 29. 108 7, 
图 13-11 采用 理论 曲线 式 (13 -14) 的 拟 合 结果 及 试验 验证 


” | 


全 
S 
T 


试验 数据 
Kc 曲线 (m=3) 


° 


Í K=28.776 2r e°“ 429.138 6(1 —e °“) 


斯 裂 韦 度 K-/(MPa * m°) 
> 
© 


° 


L.l i PD ED L i EE T SAN P CAN 
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 
板 厚 tymm 


0 


注 : 使 用 三 个 试验 数据 点 拟 合 ,< 一 0. 016 ,6=28.776 2, Kc =29. 138 6, 
图 13-12 采用 理论 曲线 式 (13 -15) 的 拟 合 结果 及 试验 验证 
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13.1.7 等 效 平 面 应 变 区 与 等 效 平 面 应 力 区 概念 


综合 以 上 分 析 , 可 以 提出 等 效 平面 应 变 区 与 等 效 平面 应 力 区 
的 概念 , 即 含 裂纹 板 沿 厚度 方向 可 以 划分 成 为 等 效 平面 应 变 区 与 
等 效 平面 应 力 区 。 等 效 平面 应 变 区 厚度 二 与 板 厚 上 之 比 可 用 下 式 
表示 , 即 


fe) =-= 1— e" (13 -16) 


t 
从 而 , 式 (13 - 13) 可 简化 为 
Ke 一 6t[1 一 Fo 二 KicrGD) (13 -17) 
其 示意 图 如 图 13 - 13 所 示 。 


s, 


Om 


o £= £ z 


图 13-13 等 效 厚度 模型 示意 图 


13.1.8 结 论 


通过 上 述 两 种 材料 的 试验 验证 ,可 以 发 现 , 采 用 式 (13 - 9) 或 

式 (13 -13) 描 述 材料 断裂 韧 度 与 试 样 厚度 的 关系 是 非常 适合 的 。 

这 样 ,就 可 以 通过 同一 材料 的 少数 几 种 厚度 试 样 的 试验 结果 拟 合 
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该 材料 的 断裂 韧 度 与 厚度 关系 曲线 。 利 用 这 一 曲线 能 够 获得 其 他 
厚度 对 应 的 断裂 韧 度 , 从 而 达到 减少 试验 数量 的 目的 。 另 外 ,通过 
对 材料 的 断裂 韧 度 与 厚度 关系 的 研究 ,也 可 进一步 为 获取 材料 的 
阻力 曲线 提供 一 定 的 理论 基础 。 更 为 重要 的 是 ,本 节 建 立 了 等 效 
平面 应 变 区 百分比 厚度 模型 (简称 等 效 厚度 模型 ) ,该 力学 模型 为 
进一步 的 研究 工作 奠定 了 基础 。 


13.2 裂纹 扩展 阻力 曲线 与 剩余 强度 关系 
的 理论 研究 


13.2.1 引 言 


有 关 裂 纹 扩展 阻力 曲线 的 研究 是 断裂 力学 中 一 个 非常 重要 的 
课题 。 构 件 裂纹 扩展 时 ,具体 过 程 并 非 完全 类 似 。 对 于 处 在 纯 平 
面 应 变 情况 下 的 高 强度 材料 而 言 ,起 裂 后 不 需 增加 载荷 就 能 使 列 
纹 扩展 ,从 而 起 裂 载 荷 即 可 以 使 构件 丧失 承载 能 力 ;但 其 他 情况 却 
并 非 如 此 。 裂 纹 起 始 扩 展 后 ,如 和 欲 增长 裂纹 ,必须 增 大 载荷 。 此 时 
的 裂纹 扩展 是 稳定 的 ,构件 并 未 丧失 承载 能 力 。 因 此 ,就 后 者 而 
言 ,起 裂 并 不 意味 着 结构 的 失效 。 对 这 些 裂 纹 扩 展 行为 的 预测 ,可 
以 通过 研究 裂纹 扩展 阻力 曲线 来 完成 。 

但 是 ,目前 裂纹 扩展 阻力 曲线 是 通过 试验 获得 的 "~*, 没 
有 从 断裂 力学 角度 出 发 对 阻力 曲线 进行 数学 表达 。 因 此 ,对 于 阻 
抗 应 力 强 度 因子 只 与 裂纹 扩展 量 有 关 , 而 与 初始 裂纹 长 度 无 关 的 
结论 仅仅 体现 在 试验 现象 的 描述 上 ,没有 达到 理论 证 明 的 高 度 。 

起 裂 后 结构 的 承载 能 力 即 结构 剩余 强度 ,可 以 通过 裂纹 扩展 
阻力 曲线 求 得 。 但 目前 剩余 强度 图 的 做 法 是 根据 几何 作 图 法 通过 
阻力 曲线 与 动力 曲线 进行 确定 ,没有 具体 的 解析 表达 式 。 这 就 导 


致 结果 不 精确 ,而 且 铸 法 也 极为 不 便 。 
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本 节 将 对 裂纹 扩展 阻力 曲线 进行 具体 的 理论 公式 推导 ,并 通过 
试验 进行 验证 ,进一步 利用 理论 阻力 曲线 给 出 结构 的 剩余 强度 图 。 


13.2.2 有 裂纹 扩展 阻力 曲线 理论 公式 的 推导 


裂纹 扩展 时 ,阻抗 应 力 强度 因子 增 大 ,裂纹 尺寸 增加 。 裂 纹 扩 
展 速率 可 以 使 用 下 式 "” "描述 , 即 


g = Kp ske 或 t =K] (13-18) 
式 中 ,a 为 实时 裂纹 尺寸 ;T HR K. 为 阻抗 应 力 强度 因子 ;m 
和 a 为 材料 常数 。 

由 式 (13 - 18) 可 得 

da = aKR IdKR (13- 19) 
对 式 (13 - 19) 进 行 积分 , 则 
a 一 ao = Z (Kz — K?) (13- 20) 
m 


式 中 ,ao 为 初始 裂纹 长 度 ; K. 为 材料 的 断裂 韧 度 ;可 以 通过 试验 
获取 或 者 使 用 公式 "* "计算 得 到 。 
进一步 整理 ,可 以 得 到 所 求 理论 阻抗 应 力 强度 因子 公式 


A 
K = [Kë + (a — ao) |" (13-21) 


显然 ,在 裂纹 扩展 阻力 曲线 公式 (13 - 21) 中 ,KR 只 是 裂纹 扩 
RE Aa=a—a, 的 函数 ,与 初始 裂纹 长 度 a 无 关 。 这 就 从 理论 上 
证 实 了 以 前 由 试验 所 得 到 的 结论 。 


13.2.3 材料 常数 m 和 a 的 确定 
对 于 不 同 的 材料 和 板 厚 而 言 , 式 (13 - 21) 中 的 材料 常数 x 和 


e 具有 不 同 的 值 。 它 们 需要 通过 试验 数据 拟 合 获得 。 下 面 讨论 拟 
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合 过 程 。 
首先 ,假定 式 (13 - 21) 中 m 为 已 知 常数 , 通 过 最 小 二 乘 方法 
合 a。 令 


N 
g(m,a) = J [Kz — KE)" 一 
i=l 


N 2 
D [k 一 KE -Zla -a)] (13 - 22) 


式 中 ,Ka 为 根据 试验 所 获得 的 阻抗 应 力 强度 因子 值 ;Ki 为 通过 理 
论 公式 (13 - 21) 计 算 的 阻抗 应 力 强度 因子 值 ;pCm,a) 为 以 上 二 者 
之 间 误 差 的 平方 和 ; N 代表 试验 数据 组 数 。 要 使 pCm,a) 达 到 极 
小 ,只 需 将 式 (13 - 22) 对 1/c 求 偏 微分 ,并 令 其 等 于 零 。 于 是 ,有 
N 

> [Kr -Ke -lai a) aa) =—0 (13-23) 


iml 


进一步 ,可 得 到 
BD) Kg Ca: — ae) — Ke D) (a, — ao) 
i=l i=l 


N 
m9, Cai — ao)? 
=1 
必须 指出 ， 在 上 述 公式 的 推导 过 程 中 ， 假设 m 是 已 知 常数 。 随 着 
m 值 的 不 同 , 拟 合 所 得 到 的 a 值 也 是 不 同 的 , 拟 合 误差 pm, a) 
大 小 也 会 有 所 不 同 。 
然后 ,将 式 (13 - 24) 代 入 式 (13 - 22) ,可 知 


(13 - 24) 


N 
pm) =>) | K — K? 一 
i=l 


N 


> Kğ (a, — a) — Ke $a; — ao) 


=1 i=l 


Sa-a 


i=l 


(ai — ao) 


(13 - 25) 
406 


第 13 章 材料 抗 断裂 性 能 厚度 效应 的 半 工 程 一 
半 理 论 研究 


这 样 , 拟 合 误差 pC(m) 将 随 着 m 值 的 变化 而 改变 。 因 此 ,如 果 以 拟 
合 误 差 p(m) 最 小 为 优化 目标 ,对 m 值 进行 优化 ,就 可 以 得 到 使 拟 
合 误 差 p (mm) 最 小 的 m 值 。 在 m 值 已 知 的 情况 下 ,通过 
式 (13- 24) 可 获取 a。 

下 面 以 LY12CZ 铅 合 金 板 材 和 TC4 钛 合金 板材 035 为 例 , 验 
证 上 述 方法 的 可 行 性 。 具 体 的 试验 条 件 如 下 :试验 环境 是 实验 室 
空气 , 试 样 类 型 为 紧凑 拉 伸 C(T) ,取样 方向 为 L -T。 选 用 的 试 
样 如 图 13 - 14 所 示 。 图 中 ,W 为 试 样 的 宽度 ;a 为 扩展 裂纹 的 
长 度 。 


š 
© 
B 
3 


Œ 13-14 KEH ih C(T) 试 样 图 


按照 上 述 拟 合 方法 对 参考 文献 [13. 6] 提 供 的 四 种 板 厚 所 对 应 
的 裂纹 扩展 阻力 数据 分 别 进行 拟 合 。 在 具体 的 拟 合 过 程 中 ,对 于 
不 同 板 厚 而 言 ,考虑 了 两 种 情况 :一 种 是 参数 m 是 变化 的 ; 另 一 种 
是 mm 为 一 个 固定 的 常数 。 对 于 第 一 种 情况 ,按照 上 述 拟 合 方法 求 
解 即 可 。 对 于 第 二 种 情况 ,首先 分 别 拟 合 出 各 种 厚度 下 满足 拟 合 
误差 p(m,a) 为 最 小 的 m 值 ;然后 求解 所 有 厚度 下 m 的 平均 值 ,并 
作为 最 终 的 固定 常数 m; 最 后 在 此 固定 常数 m 下 采用 最 小 二 乘 方 
法 分 别 拟 合 对 应 厚度 的 4。 
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对 于 LY12CZ 铝 合 金 板 材 , 两 种 方法 的 拟 合 结果 见 
图 13-15。 图 中 虚线 表示 第 一 种 情况 的 拟 合 结果 , 实 线 表 示 第 二 
种 情况 的 拟 合 结果 。 


12 
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d x 
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£ ° Ë 
E š RE 
昌 E ee 1 
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E ; 
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° 

0 + # 4 H M 
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人 板 悍 为 6 mm (MEAO 


Æ 13-15 LY12CZ 板材 的 扩展 阻力 曲线 
对 于 TC4 饮 合 金 板材 , 采 用 相同 的 方法 所 得 拟 合 结果 见 
Æ 13-16. 
从 图 13 -15 和 图 13 - 16 可 以 看 出 ,两 种 拟 合 方法 都 能 够 很 
好 地 满足 工程 要 求 , 拟 合 所 得 到 的 裂纹 扩展 阻力 曲线 符合 试验 结 
果 。 但 就 工程 应 用 而 言 ,m 作为 一 个 固定 常数 显然 具有 更 好 的 使 
用 价值 。 
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Æ 13-16 TC4 板材 的 扩展 阻力 曲线 


13.2.4 裂纹 扩展 剩余 强度 的 计算 一 一 解析 法 


裂纹 扩展 剩余 强度 即 裂纹 产生 失 稳 扩展 时 的 临界 应 力 大 小 ， 
可 以 通过 裂纹 扩展 阻力 曲线 (理论 公式 (13 - 21) ) 与 裂纹 扩展 动力 
曲线 (应 力 强度 因子 公式 ) 的 相 切 条 件 而 得 到 。 从 而 ,在 发 生 失 稳 
断裂 的 临界 点 处 ,以 下 两 个 条 件 成 立 , 即 


K, = Kr (13 -26) 
2K, _ dKR _ 
a S qa (13-27) 


裂纹 扩展 驱动 应 力 强度 因子 公式 如 下 : 
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K, = oF (a) (13 - 28) 
在 失 稳 点 处 ,由 式 (13 -26)\ 式 (13 - 28) 和 式 (13 - 21), 可 以 
得 到 阻抗 应 力 公式 如 下 : 


[Ke +a ao] 


og = O (13 -29) 

在 失 稳 点 处 ,由 式 (13 - 27) 可 知 

4-1 

rF’ (a) = [Ke + (a — ao) | (13 -30) 

a a 

综合 式 (13 - 29) AMRA - 30) ,得 到 
len ma _ 7 _ F(a) _ 

+e +a a)] = F (13 -31) 


这 样 ,满足 式 (13 -31) 的 裂纹 尺寸 即 为 临界 裂纹 尺寸 a. ,然后 
将 由 式 (13 - 31) 求 得 的 临界 裂纹 尺寸 a 代替 式 (13 - 29) 中 的 a, 
可 以 求 出 相应 的 剩余 强度 oro 

另 一 方面 ,考虑 式 (13 - 29) ,并 令 


Fe ke ta-w] — Fe) [ Ke ta-w] 
F’ (a) 


døg G 
am 0 


(13 -32) 
可 以 求解 得 到 使 ve 取 极 值 的 a。 通 过 进一步 整理 式 (13 - 32) ,也 
能 够 得 到 式 (13 -31)。 这 就 是 说 ,阻抗 应 力 取 极 值 的 条 件 与 裂纹 
扩展 阻力 曲线 和 动力 曲线 相 切 的 条 件 等 价 ,or 曲线 的 极 值 点 对 应 
着 裂纹 扩展 阻力 曲线 与 动力 曲线 的 相 切 点 。 因 此 ,也 可 以 通过 对 
ox 曲线 求 极 值 点 的 方法 直接 得 到 有 关 和 裂纹 扩 展 的 临界 裂纹 尺寸 
a.， 进 而 求 得 or 曲线 的 极 值 点 与 相应 的 剩余 强度 cg. 。 


13.2.5 举 4 


现在 ,以 参考 文献 [13. 6] 中 的 LY12CZ 铝 合金 薄板 和 TC4 Ek 
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合金 板材 为 例 , 说 明 有 关 剩余 强度 的 计算 。 
在 参考 文献 [13. 6] 中 ,试验 所 用 C(T) 试 样 类 型 的 应 力 强 度 
因子 公式 为 
K= <= YWf( 竟 ) (13 - 33) 


式 中 


se) ergoe 64 13. a(g) + 


walh) ss (8) py 3-34) 
式 中 ,o 为 名 义 应 力 , 可 由 o= P/BW RE; P 为 通过 销 钉 孔 施 加 的 
载荷 ,如 图 13 ~ 14 所 示 ;B 为 试 样 厚度 ;W 为 试 样 宽度 。 
在 试验 中 ,LY12CZ 铝 合金 板材 和 TC4 钛 合金 板材 的 各 厚度 
板 所 采用 的 初始 裂纹 长 度 分 别 如 表 13 — 5 和 表 13 - 6 所 列 。 
比较 式 (13 - 33) 与 式 (13 - 28) ,有 


F(a) = /W/[%) (13-35) 


这 样 ,通过 式 (13 - 31) 可 以 求 出 临界 裂纹 长 度 a 进而 通过 
式 (13 - 29) 可 求 得 剩余 强度 one。 
Ë 13-5 LY12CZ 各 厚度 板 剩 余 强度 的 试验 数据 以 及 与 计算 数据 比较 


试验 数据 P:/N | 计算 数据 P./N | 相对 误差 /(%) 
18 071.8 18 515.4 2.45 


* 23 148.6 


24 362.9 24 837.3 


41 458.8 43 158.0 
* 表示 试验 未 提供 数据 或 数据 存在 问题 
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表 13 -6 TC4 各 厚度 板 剩余 强度 的 试验 数据 以 及 与 计算 数据 比较 


试验 数据 P./N | 计算 数据 P/N | 相对 误差 /(%) 
10 311.0 10 490.0 1.74 
26 605.7 27 054.8 1.69 
* 52 450.1 
51 958. 6 48 115.2 7.40 


* 表示 试验 未 提供 数据 或 数据 存在 问题 。 


计算 临界 载荷 与 试验 临界 载荷 的 比较 列 于 表 13 - 5 与 
表 13 -6。 由 两 表 可 见 , 计 算 结果 的 误差 处 于 工程 许可 范围 之 内 。 

根据 式 (13 - 29) 与 式 (13 - 35) 可 以 直接 得 到 or 一 a 曲线 。 
图 13 -17 给 出 了 LY12CZ 板材 的 四 种 厚度 情况 下 的 ce 一 a 曲线 ， 
图 13 -18 给 出 了 TC4 板材 的 四 种 厚度 情况 下 的 me 一 a 曲线 。 
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图 13-17 LY12CZ 板材 的 ox~a 曲线 


412 


第 13 章 材料 抗 断裂 性 能 厚度 效应 的 半 工 程 一 
半 理 论 研究 


从 图 中 可 以 看 出 ,cg 一 a 曲线 均 存在 极 值 点 , 极 值 点 对 应 的 裂纹 尺 
寸 就 是 临界 裂纹 尺寸 a.。 这 也 进一步 验证 了 阻抗 应 力 取 极 值 的 
条 件 与 裂纹 扩展 阻力 曲线 和 动力 曲线 相 切 的 条 件 是 相同 的 。 


% 加 
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w no 
š ° ===) š ° 
è 2 + 2 
š š 
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人 =a š =L 
š 0 i š x 
2 I > 
w | w 
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罗拉 长 度 zimm Lu i 
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图 13-18 TC4 板材 的 Or ~a 曲线 
在 每 一 种 厚度 的 板材 情况 下 ,分别 选取 不 同 的 初始 裂纹 长 度 ， 
可 以 得 到 此 板 厚 的 一 组 or —a 曲线 ,这 样 也 就 得 到 了 此 板 厚 情况 
的 剩余 强度 图 。 图 13 - 19 中 的 (a),(b),(c),(d) 分 别 为 LY12CZ 


板材 四 种 厚度 情况 的 剩余 强度 图 ,图 13 - 20 中 的 (a),(b),(c)， 
《d) 分 别 为 TC4 板材 四 种 厚度 情况 的 剩余 强度 图 。 
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图 13 -19 LY12C2Z 板材 的 剩余 强度 曲线 
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图 13 -20 TC4 板材 的 剩余 强度 曲线 {( 续 ) 


13.2.6 # 论 


在 本 节 中 ,进行 了 如 下 的 工作 : 

@ 推导 了 裂纹 扩展 阻力 曲线 的 数学 表达 式 。 

@ 从 理论 上 证 明了 Kr 只 是 裂纹 扩展 量 Aa 的 函数 ,与 初始 
RAKE oo 无 关 。 

O 通过 试验 结果 进一步 发 现 , 式 (13 - 21) 中 的 参数 m 在 工程 
应 用 中 可 以 选 作为 一 个 固定 常数 。 

@ 根据 裂纹 扩展 阻力 曲线 理论 公式 ,给 出 了 求解 剩余 强度 的 
具体 公式 ,可 以 方便 \ 准 确 地 计算 出 构件 的 剩余 强度 ,从 而 能 够 简 
捷 地 获取 剩余 强度 图 。 这 种 解析 法 与 图 解法 相 比 ,可 以 显著 提高 
结构 损伤 容 限 设计 的 计算 效率 与 精度 。 

O 从 试验 验证 的 结果 来 看 ,通过 公式 计算 的 临界 载荷 ,与 试 
验 提供 的 数据 比较 ,相对 误差 较 小 。 
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13.3 AAV EH JJ HHK E REFERE 
研究 


13.3.1 5) È 


裂纹 扩展 阻力 曲线 可 以 用 来 预测 裂纹 扩展 行为 ,估算 含 裂纹 
构件 在 起 裂 后 的 承载 能 力 , 因 此 裂纹 扩展 阻力 曲线 的 研究 在 断裂 
力学 中 占有 非常 重要 的 地 位 ,其 相关 研究 也 受到 广大 研究 人 员 的 
关注 。 目 前 的 阻力 曲线 研究 大 多 集中 在 试验 研究 方面 0? 799。 
但 是 ,众所周知 ,阻力 曲线 除了 与 材料 性 质 有 关 , 还 与 试 样 的 厚度 
有 关 , 故 试验 需要 花费 大 量 的 人 力 与 物力 ,所 以 在 实际 应 用 中 完全 
通过 试验 获取 阻力 曲线 并 非 十 分 方便 。 

前 面 曾经 首先 从 断裂 力学 出 发 推导 了 断裂 韧 度 Kc 与 试 样 厚 
度 关系 的 数学 表达 式 "5 ,然后 在 参考 文献 [13. 10] 的 基础 上 , 提 
出 了 理论 阻力 曲线 5* 2 。 本 节 是 在 以 上 理论 阻力 曲线 基础 上 , 建 
立 此 曲线 与 试 样 厚度 关系 的 数学 表达 式 ,以 便 达到 减少 试验 工作 
量 , 并 丰富 现 有 工程 材料 断裂 性 能 手册 内 容 的 目的 。 


13.3.2 和 裂纹 扩展 阻力 曲线 与 试 样 厚 度 关系 的 


理论 公式 
根据 参考 文献 [13. 10] ,裂纹 扩展 速率 可 以 表示 如 下 : 
$ kr K (K, > Ko) 
《13 36) 
a = (K, < Ko) 


T= 
式 中 ,a HRAKE:T HEK 为 I 型 应 力 强 度 因子 。 


积分 式 (13 - 36) ,裂纹 扩展 阻力 曲线 理论 公式 具有 如 下 形式 : 
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Ky = (Ke + taa)” (13 -37) 
式 中 ,Km 为 阻抗 应 力 强度 因子 ;Kc 为 材料 断裂 韧 度 ; Aa 为 裂纹 
扩展 长 度 ;m 和 a 为 与 试 件 厚度 : 有 关 的 材料 常数 。 
整理 式 (13 - 37) ,可 得 
Kpr = Kell 十 7DAa]s (13 -38) 
式 中 ,i 为 板 的 厚度 ;7(7) 为 


ND) = 2 L il 


al) Kg 
HPA HE Kc 与 试 样 厚度 1 的 关系 可 以 使 用 下 式 表 
gom, pp 


(13 - 39) 


Kc = &#e“ +Kic(1— e“) (13 - 40) 
式 中 ,Kc 为 平面 应 变 断裂 韧 度 ;与 « 为 材料 常数 。 
当 试 样 厚度 足够 大 时 ,构件 将 处 于 完全 平面 应 变 状态 ,裂纹 扩 
展 阻抗 应 力 强度 因子 不 再 随 着 裂纹 尺寸 的 增加 发 生变 化 ,而 是 表 
现 为 一 恒定 值 , 即 平面 应 变 断 裂 韧 度 Kc AERA -38) 应 满 
足 如 下 极限 情况 : 
34 t — 0 Bf Kc — 0, 7) — Th 
4 t>o} Kc— K c+ Kr > Kic, 1 一 0 
通过 以 上 分 析 ,可 采用 如 下 形式 表示 10), Bp 
TD = (A+ BAe” (13 -41) 
式 中 ,A,B,y 和 n 是 与 试 样 厚度 t 无 关 的 常数 。 
这 样 ,在 厚度 上 已 知 的 情况 下 ,由 式 (13 -40) 求 出 Kc 值 ,通过 
式 (13 -41) 求 出 7 值 ,然后 根据 式 (13 - 38) 即 可 获得 特定 厚度 下 
的 裂纹 扩展 阻力 曲线 方程 。 


13.3.3 裂纹 扩展 阻力 曲线 拟 合 


裂纹 扩展 阻力 曲线 的 拟 合 可 分 为 两 个 步骤 。 第 一 步 先 根据 若 
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+ KR 一 Aa 试验 数据 点 ,按照 式 (13 - 38) 拟 合 各 厚度 板 对 应 的 K, 
方程 ,从 而 得 出 一 组 7~t 数据 。 第 二 步 通 过 式 (13 - 41) 拟 合 第 一 
步 所 得 到 的 ?~ 上: 数据 ,以 获取 7(b 的 数学 表达 式 。 

考虑 式 (13 -38) ,如 果 对 应 厚度 下 的 Kc 已 通过 式 (13 - 40) 
求 出 ,那么 式 (13 - 38) 中 的 参数 就 只 有 m 和 7 是 未 知 的 。 对 于 不 
同 的 材料 和 板 厚 而 言 ,m #ü n 具有 不 同 的 值 , 它 们 需要 通过 试验 数 
据 拟 合 获得 。 但 就 工程 应 用 而 言 ,m 作为 一 个 固定 常数 显然 具有 
更 好 的 使 用 价值 。 更 为 重要 的 是 ,在 m 作为 固定 常数 情况 下 拟 合 
的 裂纹 扩展 阻力 曲线 仍然 与 试验 结果 相符 合 "*'。 为 此 ,首先 分 
别 拟 合 出 各 种 厚度 下 满足 拟 合 误差 pn, p Ahh m 值 ;然后 
求解 所 有 厚度 下 m 的 平均 值 , 并 作为 最 终 选 定 的 固定 常数 mm; 最 
后 在 此 固定 常数 m 下 采用 最 小 二 乘 方 法 分 别 拟 合 对 应 厚度 的 7。 
以 下 讨论 具体 的 拟 合 过 程 。 

假定 式 (13 -38) 中 m 为 已 知 常 数 ,通过 最 小 二 乘 方法 拟 合 7。 
为 了 便于 拟 合 ,将 式 (13 - 38) 进 一 步 改写 为 如 下 形式 ， 


Kes = (1+ nAa)5 (13 - 42) 
式 中 
K 
Kpn == (13 -43) 
式 中 ,Kav 可 称 为 正则 阻抗 应 力 强度 因子 。 
首先 , 令 


N 
gmn, p = D [Kx 一 (KRv)" 了 
i=l 


N 
和 [KRu — Q + a: ) F (13 -44) 
i=l 


式 中 ,Kaw 为 按照 式 (13 - 43) 计 算 的 试验 所 得 正则 阻抗 应 力 强 度 
因子 值 ;Kiwi 为 通过 理论 公式 (13 - 42) 计 算 的 正则 阻抗 应 力 强度 
因子 值 ;9p(m， 力 即 为 以 上 二 者 之 间 误 差 的 平方 和 ; N 为 试验 数据 

组 数 。 要 使 P(m, 妨 达到 极 小 ,只 需 将 式 (13 - 44) 对 7 求 偏 导数 ， 
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并 令 其 等 于 零 。 于 是 ,有 
六 [Kg 一 (L 十 yaai)]Aa = 0 (13 -45) 
进一步 可 得 到 
> Kas: ^a; 一 > Aa 
二 《13 -46) 


Sa): 
必须 指出 ,在 上 述 公式 的 推导 过 程 中 ,假设 m 是 已 知 常数 , 随 着 m 
值 的 不 同 , 拟 合 所 得 到 的 7 值 也 是 不 同 的 , 拟 合 误差 pn, PRK 
小 也 会 有 所 不 同 ， 
然后 ,将 式 (13 - 46) 代 入 式 (13 -44) ,可 知 


N >; Kini Aai 一 > Aa 
gm) = 》 |Kin — 1- =H iL Aa; 
o D da)? j 


(13-47) 
这 样 , 拟 合 误差 pCm) 将 随 着 m 值 的 变化 而 改变 。 因 此 ,如 果 以 拟 
合 误 差 pbm) 最 小 为 优化 目标 ,对 m 值 进行 优化 ,就 可 以 得 到 使 拟 
合 误差 pniti m E. 
按照 上 述 步骤 ,求解 出 所 需 拟 合 的 各 厚度 板 对 应 的 m 值 后 ， 
计算 它们 的 平均 值 ,并 把 该 平均 值 作为 最 终 选 定 的 固定 常数 m. 
在 m 值 已 知 的 情况 下 ,重复 上 述 拟 合 过 程 ,可 以 获取 对 应 厚度 下 
的 7 值 ,从 而 得 到 一 组 9~t 数据 。 


13.3.4 了 7 曲线 拟 合 


下 面 按照 式 (13 - 41) 进 行 kz) 曲线 的 拟 合 。 假 定 y 与 n 为 常 
数 , 设 
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N 
#A,B,u,n) = D o -7 yY = 
i=l 


š 
DIn— (A+B /r)e 了] (13-48) 
i=l 


RP, y 为 拟 合 Ke H #R Fr 48 #| 00 n 为 通过 理论 公 
式 (13 -41) 计 算 所 得 到 的 值 ;Jy(A,B,py,n) 即 为 以 上 二 者 之 间 误 差 
的 平方 和 ; N 为 试验 所 用 板 厚 的 个 数 。 要 使 KA, B, un) JR 
只 需 将 式 (13 - 48) 分 别 对 A 与 B 求 偏 微分 ,并 令 其 等 于 零 。 于 
是 ,有 如 下 方程 组 : 


ay x E P 
s 22 Ae — B Sne e = 0 


A aD- Ae — B Srei) Spe = 0 
(13 - 49) 
化 简 整理 ,得 
AS: ez +B e = > 7e (13-50) 


i=l 


AX rei +85, tie = 2 m e (13-51) 
通过 方程 组 式 (13 - 50) 与 式 (13 - 51) 可 以 求解 式 (13 -41) 中 的 A 
与 B。 
接着 ,选取 不 同 的 x 和 nn 值 分 别 进行 拟 合 ,把 拟 合 误 差 VA， 
B,p,n) 作 为 优化 目标 ,对 u 和 n 进行 优化 ,最 终 优化 所 得 到 的 py 
An 值 以 及 在 此 py 入 值 下 通过 最 小 二 乘 方法 获得 的 A 与 B BJ 
为 所 求 。 


13.3.5 举 例 


以 LY12CZ 铝 合金 板材 和 TC4 钓 合金 板材 "9 为 例 来 验证 
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Poisi 


上 述 求 解 阻 力 曲线 的 方法 。 具 体 的 试验 条 件 如 下 :试验 环境 是 实 
验 室 空气 , 试 样 类 型 是 C(T) ,取样 方向 为 L-T, 选 用 的 试 样 如 
图 13 -14 所 示 。 

1. 铝 合金 LY12CZ 

对 于 LY12CZ 铝 合金 板材 而 言 , 参 考 文献 [13. 6] 提 供 了 四 种 
厚度 的 板 ,分 别 是 2 mm,4 mm,6 mm 和 10 mm。 首先 根据 
式 (13 - 38) 拟 合 裂纹 扩展 阻力 曲线 ,得 到 一 组 相关 的 7~t 数据 ， 
如 表 13 -7 所 列 。 

表 13 -7 LY12CZ 各 厚度 板 对 应 的 参数 n(m=2.774 35) 


然后 , 拟 合 ?一 : 曲线 。 拟 合 时 选用 2 mm,4 mm 和 10 mm 厚 
度 板 对 应 的 值 作为 拟 合 数据 ,6 mm 厚度 作为 验证 厚度 。 拟 合 
结果 如 图 13 - 21 BUR. 

根据 拟 合 所 得 CO) 函数 ,求解 出 1 二 6 mm 时 对 应 的 7 值 , 代 
ARA3 - 38) 即 可 得 到 裂纹 扩展 阻力 曲线 。 

图 13-22 至 图 13 - 24 分 别 给 出 了 三 种 试 样 厚度 ,t=2 mm, 
4 mm,10 mm 所 对 应 的 阻力 曲线 ,它们 是 直接 根据 试验 数据 拟 合 
所 得 到 的 。 图 13 - 25 显示 了 通过 式 (13 - 38) 和 式 (13 - 41) 计 算 
所 得 t=6 mm 时 所 对 应 的 阻力 曲线 。 

从 图 13 - 25 可 以 看 出 ,通过 式 (13 - 38) 和 式 (13 - 41) 计 算 所 
得 阻力 曲线 仍 处 于 试验 数据 带 内 ,满足 试验 要 求 。 因 此 ,对 于 铝 合 
金 板 材 而 言 ,可 以 使 用 式 (13 - 38) 和 式 (13 - 41) 计算 任意 厚度 对 
应 的 7 值 ,获取 该 厚度 下 对 应 的 裂纹 扩展 阻力 曲线 ,从 而 可 以 节省 
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大 量 试验 工作 时 间 。 
2.0 
1.8 
1.6 


到 1.0 
g n =(-2.572 5+2.347 7t%ye ° 
40.8 A=—-2.572 5 
B=2.3477 
0.6 p =0.096 
n=1 
0.4 m=2.774 35 


0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 
试 样 厚度 1/mm 


图 13-21 LY12CZ 锅 合金 板材 对 应 n fh tk 


š 


8 3 
, Bx a GENEL 


阻抗 应 力 强度 因子 KW(MPa * m") 
a 
2 


40 
20 F 
0 1 1 L k L 1 1 iail 
0 5 10 15 20 25 30 35 40 
裂纹 扩展 量 Aa/mm 


图 13-22 LY12CZ 铝 合金 板材 :=2 mm 时 拟 合 阻力 曲线 
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路 到 ”试验 数据 (天 4 mm) 
R — 拟 合 阻力 曲线 
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图 13-23 LY12CZ 铝 合金 板材 :=4 mm 时 拟 合 阻力 曲线 


阻抗 应 力 强度 因子 KY(MPa - m'?) 


0 2 4 6 8 10 12 14 
RAF E Aa/mm 


Æ 13-24 LY12CZ 铝 合金 板材 :一 10 mm 时 拟 合 阻力 曲线 
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阻抗 应 力 强度 因子 Kv(MPa。m'”) 
š z 


po 
° 


0 2 4 6 8 10 12 14 16 
裂纹 扩展 量 A amm 


图 13-25 LY12CZ 铝 合金 板材 1=6 mm 时 计算 所 得 阻力 曲线 

图 13-26 给 出 一 组 计算 所 得 不 同 厚度 下 对 应 的 裂纹 扩展 阻 
力 曲线 。 从 Kr — Aa 曲线 族 可 以 发 现 , 在 试验 厚度 足够 大 的 情况 
下 ,例如 上 一 100 mm, 阻 力 曲 线 的 形状 接近 于 一 条 水 平 直 线 , 这 时 
的 裂纹 扩展 阻抗 应 力 强度 因子 Kr 趋向 于 一 个 常数 , 即 平面 应 变 
断裂 韧 度 K1c。 这 与 试验 结果 是 一 致 的 。LY12CZ 铝 合金 板材 所 
对 应 的 断裂 韧 度 与 试 样 厚度 的 关系 曲线 Kc — t, HB B 13 - 12 
所 示 。 

2. 钛 合金 TC4 

对 于 钛 合金 板材 TC4 而 言 ,参考 文献 [13. 6] 同 样 提供 了 四 种 
厚度 的 板 ,分 别 是 2 mm,5 mm,10 mm 和 15 mm。 采取 同样 的 方 
法 ,首先 根据 式 (13 - 38) 拟 合 裂纹 扩展 阻力 曲线 ,得 到 一 组 相关 的 
1~: 上 数据 ,如 表 13 -8 所 列 。 
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阻抗 应 力 强度 因子 KW/(MPa * m”) 


裂纹 扩展 量 Aa/mm 
图 13-26 LY12CZ 铝 合金 板材 阻力 曲线 族 
表 13-8 TC4 各 厚度 板 对 应 的 参数 n(m=2.015 6) 


然后 ,使 用 相同 的 方法 拟 合 7 一 : 曲线 。 拟 合 时 选用 2 mm, 
5 mm 和 15 mm 厚度 板 对 应 的 7 值 作为 拟 合 数据 ,10 mm 厚度 作 
为 验证 厚度 。 拟 合 结果 如 图 13 ~ 27 所 示 。 

根据 拟 合 所 得 (2) 函数 ,求解 出 1 二 10 mm 时 对 应 的 7 了 值 , 代 
人 式 (13- 38) 即 可 得 到 裂纹 扩展 阻力 曲线 。 

图 13 -28 至 图 13 -30 分 别 给 出 了 三 种 试 样 厚度 ,t=2 mm. 
5 mm,15 mm 所 对 应 的 阻力 曲线 ,它们 是 直接 根据 试验 数据 拟 合 
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图 13-27 TC4 钛 合金 板材 对 应 n th 

所 得 到 的 。 图 13 - 31 显示 了 通过 式 (13 - 38) 和 式 (13 - 41) 计 算 
所 得 1 二 10 mm 时 所 对 应 的 阻力 曲线 。 

从 图 13 -31 中 可 以 看 出 ,通过 式 (13 - 38) 和 式 (13 - 41) 计 算 
所 得 阻力 曲线 仍 处 于 试验 数据 带 内 ,满足 试验 要 求 。 因 此 ,对 于 铁 
合金 板材 而 言 ,可 以 使 用 式 (13 - 38) 和 式 (13 - 41) 计 算 任意 厚度 
对 应 的 7 值 ,获取 该 厚度 下 对 应 的 裂纹 扩展 阻力 曲线 ,从 而 可 以 有 
效 降低 试验 工作 量 。 

图 13 - 32 给 出 一 组 计算 所 得 不 同 厚度 下 对 应 的 裂纹 扩展 阻 
力 曲线 。 从 KI —Aa 曲线 族 可 以 发 现 , 在 试验 厚度 足够 大 的 情况 
下 ,例如 1=25 mm, 阻 力 曲线 的 形状 接近 于 一 条 水 平 直线 ,这 时 的 
裂纹 扩展 阻抗 应 力 强度 因子 Ka 趋 于 一 个 常数 , 即 平面 应 变 断 裂 
HEK co RIAR RAEE KH., TC 铁合金 板材 所 对 
JN BJ 8 38 9) EE t5 bCPE JE EE BJ 25 # ñ #k Ket, WME 13 — 7 所 示 。 

两 种 材料 , 铝 合金 板材 LY12CZ 和 铁合金 板材 TC4 所 对 应 的 
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图 13 -28 TC4 钛 合金 板材 :一 2 mm 时 拟 合 阻力 曲线 


240 
220 : i 


m ”试验 数据 (万 5 mm) 
一 一 拟 合 阻力 曲线 


阻抗 应 力 强度 因子 KW/(MPa ° m°) 
ë 


Ó T 2 3 4 s 7 s 
型 纹 扩展 量 Aa/mm 
图 13-29 TC4 钛 合金 板材 ! 一 5 mm 时 拟 合 阻力 曲线 
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阻抗 应 力 强度 因子 KW/(MPa * m) 


0 1 2 3 4 5 6 7 8 
裂纹 扩展 量 A amm 


图 13-30 TC4 钛 合金 板材 t=15 mm 时 拟 合 阻力 曲线 
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阻抗 应 力 强度 因子 Kv(MPa * m’) 


13-31 TC4 钛 合金 板材 :=10 mm 时 计算 所 得 阻力 曲线 
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阻抗 应 力 强度 因子 K,/(MPa * m'?) 


裂纹 扩展 量 Aa/mm 
图 13-32 TC4 钛 合金 板材 阻力 曲线 族 


参数 见 表 13 - 9。 
表 13-9 两 种 材料 的 参数 


m 


2.774 35 


2.015 6 


13.3.6 结 论 


本 节 从 作者 提出 的 关于 裂纹 扩展 理论 阻力 曲线 出 发 ,建立 了 
预先 满足 各 种 极端 情况 的 裂纹 扩展 阻力 曲线 与 试 样 厚度 关系 的 定 
量 公 式 。 对 于 该 公式 中 与 试 样 厚度 有 关 的 参数 ,进一步 给 出 了 具 
体 数 学 表达 式 。 通 过 试验 验证 ,表明 该 公式 具有 较 好 的 适用 性 。 

使 用 本 节 推 导 的 裂纹 扩展 阻力 曲线 理论 公式 ,通过 少量 试验 
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即 可 获得 所 有 厚度 下 对 应 的 裂纹 扩展 阻力 曲线 ,因此 在 结构 与 机 
械 的 损伤 容 限 设 计 领 域 , 该 公式 将 具有 一 定 的 应 用 前 景 。 
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的 理论 研究 


14.1 含 裂纹 板 断 裂 韧 度 厚度 效应 的 理论 
研究 (一 ) 一 一 双 待定 函数 法 


14.1.1 引 言 


有 关 断 裂 韧 度 的 研究 一 直 是 工程 断裂 力学 领域 中 的 重要 课 
题 ,在 第 13 章 中 曾 给 出 了 关于 断裂 韧 度 与 试 样 厚度 关系 的 数学 表 
达 式 ,使 用 半 理 论 - 半 工 程 方法 比较 满意 地 描述 了 断裂 韧 度 与 试 样 
厚度 的 关系 。 为 了 进一步 从 本 质 上 分 析 此 问题 ,本 章 将 从 理论 角 
度 针对 厚度 效应 进行 研究 ,此 厚度 效应 研究 属于 三 维 断裂 力学 问 
题 。 在 小 范围 届 服 时 , 含 裂纹 板 三 维 效应 主要 集中 在 裂纹 尖端 的 
K, 主导 区 ,因此 ,可 以 在 线 弹 性 断裂 力学 与 含 裂纹 板 的 二 维 位 移 
场 的 基础 上 ,给 出 分 离 变量 型 的 具有 待定 函数 的 三 维 位 移 场 的 表 
达 式 ,进而 可 以 通过 几何 方程 与 本 构 方程 获取 三 维 应 变 场 和 三 维 
应 力 场 , 并 通过 虚 位 移 原理 ,使 用 变 分 方法 建立 待定 函数 所 应 满足 
的 平衡 方程 与 静 力 边界 条 件 ,从 而 可 以 确定 待定 函数 。 基 于 上 述 
分 析 , 即 可 建立 一 个 断裂 韧 度 与 试 样 厚度 关系 的 理论 表达 式 。 

本 章 首先 基于 上 述 理论 分 析 ,获得 含 穿 透 裂 纹 板 的 三 维 位 移 
场 和 应 力 场 ;然后 ,在 已 获取 的 三 维 应 力 场 的 基础 上 ,进一步 对 含 
裂纹 板 进行 厚度 效应 分 析 , 确 定 板 的 等 效 平面 应 变 区 与 等 效 平面 


应 力 区 厚度 ;最 后 ,利用 断裂 韧 度 理论 公式 ,在 相关 试验 数据 的 基 
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础 上 验证 此 理论 分 析 的 可 行 性 。 
14.1.2 含 裂纹 板 厚 度 效 应 的 定性 描述 


在 含 穿 透 裂纹 板 的 平行 于 中 面 的 两 个 表面 上 沿 厚度 方向 的 应 
Ho 必须 为 零 。 对 于 第 一 种 极端 的 情况 一 一 薄板 ,co- 在 厚度 方向 
上 不 可 能 有 相当 大 的 变化 ,因而 板 基本 上 处 于 平面 应 力 状态 ,于 是 

G, = 0 

对 于 另 一 种 极端 情况 一 一 厚 板 ,c* 在 厚度 的 中 间 部 分 达到 相 
当 大 的 数值 , 它 使 裂纹 顶端 产生 三 轴 拉 伸 应 力 状态 ,严重 地 限制 了 
z 方 向 的 应 变 , 板 基本 上 处 于 平面 应 变 状态 。 这 种 平面 应 变 状态 
可 以 引起 厚度 方向 的 正 应 力 ,其 值 为 

o, ~ vlo, + o,) 
图 14-1 给 出 了 平面 应 力 和 平面 应 变 两 种 情况 下 o, 沿 厚 度 的 分 
布 示意 图 。 


(a) 薄板 ,平面 应 力 状态 (b) 厚 板 ,平面 应 变 状态 


图 14-1 ec: 沿 厚度 方向 的 分 布 


因此 ,对 于 具有 一 定 厚 度 的 板 , 可 以 认为 其 两 个 表面 完全 处 于 


平面 应 力 状 态 , 而 中 面 近似 处 于 平面 应 变 状态 ,二 者 之 间 的 区 域 则 
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为 过 渡 状 态 , 相 应 的 o, 值 大 小 处 于 两 种 极端 情况 之 间 , 即 
0 < o, < v(g, + o,) 
应 当 指出 ,由 于 o, 与 0, 沿 裂 纹 前 沿 具 有 奇异 性 ,从 而 o 沿 裂 
纹 前 沿 也 具有 奇异 性 。 因 此 ,对 含 裂纹 板 而 言 , 裂 尖 附近 的 三 维 效 
应 非常 突出 ,并 具有 强烈 的 局 部 性 。 


14.1.3 含 裂纹 板 厚度 效应 的 三 维 理论 分 析 


在 小 范围 塑性 的 前 提 下 , 含 裂纹 板 三 维 效应 主要 集中 在 裂 央 
的 Ki 主导 区 。 可 以 采用 分 离 变 量 方法 ,以 二 维 位 移 场 表示 三 维 
位 移 场 如 下 : 

u = u, (z), v = %7(z)， w = wt(z) = esht(z) 

(14-1) 

式 中 ,zw Mo, 分 别 为 含 裂纹 板 在 平面 应 变 状态 下 z 和 y 方向 的 近 
场 位 移 分 量 ;w, 为 含 裂纹 板 在 平面 应 力 状 态 下 平行 于 中 面 的 板 面 
上 = 方向 的 近 场 位 移 分 量 ,e- 为 平面 应 力 状 态 下 的 z 方向 近 场 应 
变 分 量 e. ;Xz) 和 5z) 为 厚度 方向 变量 = 的 待定 函数 ,坐标 系 的 选取 
如 图 14 - 2 所 示 。 以 下 若 不 作 特殊 说 明 ,下 标 n 表示 对 应 平面 应 变 
状态 下 的 相应 项 ,下 标 表示 对 应 平面 应 力 状态 下 的 相应 项 。 


isi 14-2 ZERRKH HE fir 5 
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由 几何 方程 与 式 (14 -1? 可 知 裂 尖 近 场 应 变 分 量 的 表达 式 为 


Ju 
= 了 = 7(z) 


ðv 
€, = 35 = m7(2) 
Q= E = wt (z) 
(14-2) 
ou or __ 


dw, 
Ta =F az u,n O+ tz) 


Y, P aa sq: ) 
式 中 ,(。) 表示 对 z 的 一 阶 导数 。 
在 小 范围 塑性 前 提 下 , 裂 尖 场 是 K 主导 的 。 由 线 弹 性 物理 方 
程 可 得 裂 尖 近 场 应 力 分 量 的 表达 式 如 下 : 
一 (4 十 2p)er HACE, HEr) = (4 十 2p)em7(Cz) 十 Mew7(z) + 
Az, (z) 


(Q + 2026, HACE, HE) = (人 十 2p)ew7(z) HAE nN) + 
àw, (z) 


a 
l 


a 
"I 


Q + 2p)e: HACE, 十 es) = A+ wl (z) HAE nC) + 
ÀE wm7(z)》 


Ty = An = WY...) (z) 


T< wa py, = = g[u 7 “G + te) | 


= = efri (z) + Tara] 
(14-3) 
式 中 ,4 和 为 材料 的 Lame 常数 ,其 大 小 分 别 为 


VE 
 (1+)(1-—2v) e 
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= ZE 
#“ 2115 


sË rh, E 为 材料 的 杨 氏 弹性 模 量 ;v 为 材料 的 泊 松 比 


平面 应 变 情况 下 的 物理 方程 有 如 下 形式 : 
= (A 十 2p)ez H ÀE pn 
= (A 十 2p)ew + E mn 
Tay = M em 
将 式 (14 - 6) 代 入 式 (14 -3), 有 
as = oan(2) + hw,b (z) 
O, = on7(2) + Aje, (z) 
Tay = ren2(z) 
以 下 建立 平衡 方程 。 令 
= OT, 128 


= = — — = 
Ft 


R= gz ay 3z 


(14-5) 


(14-6) 


(14-7) 


(14-8) 


MERA - xs -7) ,平衡 方程 具有 如 下 形式 : 


F; = Š Se TORRET LOE ngo alu o + 


Tatc) |= 0 


aT, 


F, Engla) +e narei? a) + o E + 


IW, yr r 
Trw] 0 


F. = Q +) (e, +e, )T GO) 十 [2 


Q + 2⁄2, (z) = 0 
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应 变 情况 下 的 平衡 方程 有 如 下 形式 : 
QOm | Tim 
3z dy 
3r,, | IOn 
9 并 + 
同时 ,平面 应 力 情 况 下 的 位 移 分 量 zo, 满足 以 下 调和 方程 : 
2 (14-11) 
L Qa IN qasa Buy, 


F, = REI st (z) + uu, (z) = 0 


= 0 
(14-10) 


= 0 


esy 


= Q+) gy (2) + uv, Cay se Ü 


= Q Fole HEn) T (z) + Q + 20)z0 Ú (z) = 0 
(14-12) 
平面 应 力 情况 下 的 物理 方程 为 
On = (A 2p)es + À (6, + En) 
| (14-13) 


l 


(十 2p)ex 十 Me 十 es) 
= (人 十 2p)es + À (e, 十 ev) = 0 


D 
| 


由 此 可 得 
2 . 
z, +, = o(p t”) Cs 十 ss) = 2A 十 poD(es 十 es) 
à 
En = papt Tea) 


4-14) 
RPA 为 平面 应 力 情况 下 对 应 的 Lame % 3⁄ , Z 5 E #ü v 的 关 
系 为 


(14-15) 


由 式 (14-6) 得 . 
am 十 om = 2A HU) (e, 十 sw) (14-16) 
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考虑 平面 应 力 与 平面 应 变 状态 下 的 裂 尖 近 场 应 力 相等 条 件 ， 
由 式 (14- 14) 和 式 (14 -16) 可 得 


= A +y) 
(a Hen) AT FE t) 


(4-17) 


Àh 
wW, Esh IFZa 


14.1.4 建立 支配 方程 的 变 分 方法 


根据 虚 位 移 原理 ,可 将 三 维 状态 下 的 平衡 方程 表示 如 下 : 
,CFBut F,bv + Fdw) dv =0 (14-18) 
式 中 ,V 表示 沿 裂纹 前 沿 的 K 1 主导 区 体积 。 将 式 (14 - 1) 变 分 ， 
有 
bu = xn87(z)， òv = v,Š70(z) , dw = zu,85(z) 
4-19) 
将 式 (14 - 19) 代 入 式 (14- 18) ,得 


[rt Fda anoaz f' (| FaoaAJatGoas = o 


(14-20) 
由 6x(z) 和 8K(z) 的 任意 性 ,可 知 
f Fiu, +F >da = 0 (14-21) 
j: F.w,dA = 0 (14 - 22) 
根据 式 (14- 12) 与 式 (14 -17), 有 
ACÀ + y)? 9(e> 十 en) 
Fiu, + Fy, =— TES ple ra 


区 (en 十 en) 


; ; ; 
= k (z) 十 pz +) fz) 


(14-23) 
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ee AQ + D 2y 
Fw, = AFW FO Fp’ +=, )2 7 (z) + 


KQ + y)? 2 2⁄ =: 
OTDA Fa Ta" (e, HEm) Cz) (14-24) 


将 式 (14 -23) 与 式 (14 - 24) 分 别 代 入 式 (14 - 21) 54- 


22) ,可 得 微分 方程 组 如 下 : 
Art) +BY (z) 一 0 (14-25) 
B, (z) + Aí (z) = 0 (14-26) 
式 中 
_ __ _ AQ +h 
Ax = yl， Bn = UFA FD + 2 
_- XAW’ __ _ AQ +h 
Ba ba Au = Q +2⁄0GQ F 


Q +2⁄02Q + D° 
4-27) 


RP, hoh 和 1 分 别 表示 如 下 积分 : 
n= | a +da 


L | [t+ aten Jya (14 -28) 
A y. 


Ix 
l= f (em + En) dA 
这 里 ,A 表示 以 裂纹 尖端 为 中 心 的 K | 主导 区 面积 。 
14.1.5 裂纹 尖端 场 


在 线 弹 性 断裂 力学 中 ,对 于 工 型 平面 裂纹 而 言 ,其 平面 应 变 状 
态 下 的 裂纹 尖端 应 力 场 与 位 移 场 具有 如 下 形式 ， 


Ki 0 Pe A 
Om = = cos ç (1 sin sin z) 
Ki 0 E TA. 
By zay z(1+sin z sin z) (14 -29) 
t K, cos L CERN z 
së 2nr 2 2 2 
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Ki fr 0 20 
u, Zy zres 2 (2+1 2cos 7 ) 
Ki fr 9 .20 
= [yz sin 2 Q 1+ 2sin' z) 


式 中 ,KK 为 I 型 裂纹 的 应 力 强度 因子 ;w 34 5 H RHB M E” 有 关 
的 参数 ,在 平面 应 变 情况 下 有 

w= 3— 4v (14-31) 
(r,0) 表 示 以 裂纹 尖端 为 坐标 原点 的 局 部 极 坐标 系 。 直 角 坐 标 系 
与 极 坐标 系 之 间 的 微分 算 子 具有 下 列 关 系 : 


(14 - 30) 


z 3 _sin0 Ə 
pe aska 
` (14 - 32) 
3 = sin 02 p 2 3 
9 ər r 90 
由 式 (14-16) 可 得 
€ + e, -ap 十 cm) (14 - 33) 


将 式 (14 -29) 、 式 (14 -30) 和 式 (14- 33) 代 入 式 (14- 28) ,并 
考虑 式 (14 - 31) 和 式 (14 - 32), 可 依次 求解 得 式 (14 - 28) 中 积分 
如 下 : 


r r, 2 
-f [od + rdrað = 1 十 2o fa 
24, 


pa LET lEn Ee ) joy, G= t= aras = 


sQ: FP 


r= f (Em +e, )2rdrd0 = Kẹ rx 


zt J): 
(14-34) 
式 中 ,rx 为 K 主 引导 区 的 半径 。 
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14.1.6 支配 方程 组 的 求解 


根据 微分 方程 式 (14 - 26) ,有 


7(z) 一 一 5e PG) -(14 - 35) 
A 
Paegle) = 0 (14 - 36) 
式 中 
— Bu An 
4-37 
= A B (14-37) 


将 式 (14 -27) 和 式 (14- 34) 代 入 式 (14 - 37), 并 考虑 式 (14 - 4)、 
式 (14-5) 以 及 式 (14-31), 有 


Q+, L 3 1 
Q +20 I 2G u 0(19-— 48v+ 322) rk 
(14 -38) 


从 式 (14- 38) 可 以 看 出 ,只 要 满足 v<1 的 条 件 , 恒 用 之 0。 
显然 ,一 般 情 况 下 ,此 条 件 对 任何 材料 而 言 都 是 成 立 的 。 
考虑 位 移 w 的 反对 称 条 件 ,微分 方程 式 (14 - 36) 的 解 可 写成 
如 下 形式 ， 
5(z) = Cish z) (14-39) 
式 中 ,Ci 为 待定 常数 ;« 为 微分 方程 的 一 个 非 零 特征 根 。 不 失 一 般 
性 ,可 取 其 中 的 正 根 ,其 值 为 


L Jaa a 0, 
从 上 式 可 以 看 出 ,在 材料 确定 的 情况 下 ,x 只 与 K 主 引导 区 半径 
rK 成 反比 。 
从 而 ,由 式 (14- 35) 可 求 出 7(z) 的 解 为 


xz) 一 AGO ssh (x<) + G, 04-41) 
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RPC 为 待定 常数 。 
14.1.7 边界 条 件 


下 面 根据 边界 条 件 确定 待定 的 常数 C, 和 C, , 
由 式 (14- 3) 和 式 (14- 17) ,可知 
o, 一 (A 十 2p)rzu5 (2) HA Em + EmN) = hen H En) 。 


_ A+ r ü 
[x A e] (14 - 42) 
将 式 (14 -39) 和 式 (14 - 41) 代 入 式 (14 - 42) 并 整理 ,有 


O, = À(e,, + En) [C 下 eehh Cee) ] 


XS 
(14 - 43) 
在 平行 于 板 中 面 的 表面 上 正 应 力 为 零 , 即 当 z=h 时 ,有 5o.= 

0。 于 是 ,由 式 (14 -43) 可 得 


C, = 二 全 Zhch (kh)C, (14 -44) 
其 他 静 力 边界 条 件 将 在 变 分 意义 上 得 到 满足 , 即 
| ce +z,m — p,)Šu + (tyl + a,m — p,)8vJdS + 


| esdut rd)dA = 0 (14 - 45) 


AP, pob, 为 板 的 Ki 3 SX 213 Bl_E IJJ y Bt ; 1,m 为 该 表面 外 
法 线 对 应 的 方向 余弦 ;S 与 A 分 别 代表 板 的 周边 表面 与 上 下 表面 。 

将 式 (14 - 3) 的 后 两 式 、 式 (14 -7) 和 式 (14 - 19) 代 入 
式 (14 - 45) ,并 考虑 到 dS 二 dzdC, 有 


IË Medef [Cool + com) 十 (ed +e,m)wJac+ P 区 ides 
0 


| Dw, cant +wm)JaC+ | Gh + DdA + at(h) 。 


j (u, + =, Jaa = hf cea + bp.v,)dC 


(14 - 46) 
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下 面 对 上 式 进行 化 简 。 平 面 应 变 状态 下 的 静 力 边界 条 件 的 变 
分 形式 为 
[| Eee rom — padin + (ral + e, m — p,)v.]dC = 0 
(14 -47) 
另外 ,由 式 (14- 17) ,可 知 


| Dau + mm)Jdc —— 7 Q Dh 


Q +2⁄2Q +) ` 


[| ce +e, )(u,l + v,m) JdC 


(14 -48) 
因此 , 令 
L = [| eu E z; m)u, + (Tol + apm Jv, JdC = 
| -cea 上 pwdc 
R2 [Lee, + ew) (ul + v,m)JdC 
(14 -49) 


并 将 式 (14- 17) . 式 (14- 28) 和 式 (14 -49) 代 和 人 式 (14 -46) ,得 


J] SQ Dh 
[f Nz)dz—h] esa 


'h 
Lf’ Ede + al T Q) — 
Lao 
Gs nh) = 0 (14 -50) 
将 式 (14-29)、 式 (14-30? 和 式 (14-33) 代 入 式 (14 - 49) ,并 
考虑 式 (14 - 31) 和 式 (14 - 32) ,可 求 得 式 (14 - 49) 中 积分 如 下 ， 
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L = [tea cos 0 十 rmsin Ou, + (z,,,cos 0 + 


On sin 0)v, ]r|d0 = 2 


k Kī rk 
2w— 1 2 
pato 
(14-51) 


Is = [ces + En )Xu,cos 0 十 wsin 0) Jrk d? = 


考虑 式 (14- 39) 和 式 (14 - 41), 可 得 
| xsdz= f Ë Ciech G=) + G, Jaz = 


àh 
x L sh (xh)+ Ch 


h h 
f Ede = [° Ciech (ee)dz = Csh Ceh) 


TW = pCi sh (eh) 


Ch) = Cish (eh) 


(14 -52) 
将 式 (14 - 52) 代 入 式 (14 - 50) ,可 进一步 将 式 (14 - 46) 化 简 为 


A AC + 
= [ L+R Ce — 15) ]Gish G+ LC, = L 


d4 -53) 
联 立 式 (14 - 44) 与 式 (14 - 53), 可 求 得 C MC 如 下 : 
1 


Cı 
ririh wh) + + PE sh (eh) 
4“ 
(14-54) 
ë 元 +z ———hch (xh) 
元 全-ehch (eh) 十 元 和 x = L- Ja em 
(14-55) 
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14.1.8 厚度 效应 分 析 


将 式 (14 - 54) 和 式 (14- 55) 代 人 式 (14 - 43) ,可 得 


_ ch z) 
ch (xh) 

O, = À(e, + En) IE H Ë EETA 2 地 (gh) 

p i+24 I, Kh 
(14 -56) 

进而 将 式 (14 - 34) 和 式 (14- 51) 代 入 式 (14 - 56) ,并 整理 得 
_ ch (wz) 
ch (wh) 


O, 一 人 (eu 十 en) 


14 


A 2—2w\th h) 
m (+n 1) 


kh 
(14 - 57) 
在 平面 应 变 状态 下 ,有 
On 一 人 (en 十 em) (14 -58) 
则 由 式 (14 -57),o 与 cv 之 比 为 
_ ch (wz) 
o, K 
T 1+2(1 Ez r o mt (Kh) (4 8) 
m +2y 2w 一 1 «kh 


通过 比较 具有 一 定 厚 度 板 的 o 与 平面 应 变 状态 下 的 c。 ,可 
将 任意 厚度 的 板 划 分 成 等 效 完全 平面 应 变 区 与 等 效 完全 平面 应 力 
区 两 个 部 分 。 其 中 ,等 效 完全 平面 应 变 区 的 当量 厚度 h* 可 按 下 式 
计算 , 即 


$ th (xh) 
z f’ odz a[i- =e] 
On à A 2—2w\th (xh) 
1+— (1+iT 1) Kh 
(14 -60) 


进一步 ,可 得 到 当量 平面 应 变 区 厚度 与 板 厚 之 比 /(h) 为 
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1 — th (zh) 
E F kh 
U kas A 2 —2e h G) 
z( A 二 24x2w 一 1 Kh 


(14-61) 
将 式 (14 -4)、 式 (14 -5) 以 及 式 (14 -31) 代 人 式 (14 - 61), 经 整 
理 得 
1 — th (xh) 
Kh 
2v(5 —17v + 16⁄) th (h) 
(1 一 由 (1 一 2v)(5 一 8v)》 xh 


fO) 


(14 - 62) 
AP e 由 式 (14 - 40) 决 定 。 
从 式 (14 - 62) 可 以 发 现 ,在 选 定 材料 的 情况 下 ,< 值 对 函数 
f Oh) 起 决定 性 作用 ,而 «与 K 主 引导 区 半径 rk 成 反比 。 因 此 ,在 
按 上 述 公 式 进行 三 维 厚度 效应 分 析 时 ,K 主导 区 半径 rx 对 厚度 
函数 而 言 具有 主导 作用 。 


14.1.9 断裂 韧 度 理论 公式 


根据 上 述 厚 度 效应 分 析 , 具 有 任意 厚度 的 含 裂纹 板 都 可 以 看 
成 由 平面 应 变 区 与 平面 应 力 区 两 个 部 分 组 成 ,那么 , 板 的 断裂 韧 度 
公式 同样 可 以 看 成 是 平面 应 变 断 裂 韧 度 与 平面 应 力 断 裂 韧 度 两 个 
部 分 的 线性 组 合 , 即 


Kc eefi /(z)]r Kes(g) (14-63) 


式 中 ,$ 为 待定 材料 参数 ;kK APEERE: 为 板 厚 。 

具体 的 参数 拟 合 方法 为 最 小 二 乘 方法 。 首 先 假定 K 主导 区 
半径 rx 为 已 知 常数 ,由 式 (14 - 40) 可 计算 式 (14 -62) 中 的 < 值 ， 
拟 合 6 与 Kic。 令 
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@(&,K ic) =$ ko — K4’ = 


J [ka-sa i- (2) k (53) 

(14 -64) 
式 中 ,Kc 为 根据 试验 所 获得 的 某 些 厚度 所 对 应 的 断裂 韧 度 值 ; Ke 
为 通过 理论 公式 (14 - 63) 计 算 的 该 厚度 下 的 断裂 韧 度 值 ; yp(&， 
Kic) 即 为 全 体 由 试验 获得 的 断裂 韧 度 值 与 计算 所 得 断裂 韧 度 值 
之 间 误 差 的 平方 和 。 要 使 p(&,K1c) 达 到 极 小 ,只 需 将 式 (14 -64) 
分 别 对 § 与 K |. 求 偏 微分 ,并 令 其 等 于 零 。 有 


g 23; [Ka zi (F)]- Ki )} 
D-4] 
AE =e) (ke -eili -ri elg) 


(14 - 65) 


化 简 整理 后 得 到 求解 与 K ic 的 线性 方程 组 
| 
X xa vfi- /(Š)] 

D (#)6hi- eA = sag) 


(14 ~ 66) 
求解 以 上 方程 组 即 可 得 到 断裂 韧 度 方程 中 的 & 与 K 1c。 必 须 指 
出 ,在 上 述 公 式 的 推导 过 程 中 ,假设 rk 是 已 知 常数 , 随 着 rk 值 的 
不 同 , 拟 合 所 得 到 的 与 K 1c 值 是 不 同 的 , 拟 合 误 差 pg(&,K1c) 的 
大 小 也 会 有 所 不 同 。 
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因此 ,还 需要 选取 不 同 的 r< 值 分 别 进行 拟 合 , 以 拟 合 误差 
92(6, Kic) 为 优化 目标 ,对 rx 值 进行 优化 ,最 终 优 化 所 得 到 rx 值 
以 及 在 此 rx 值 下 通过 最 小 二 乘法 获得 的 与 K 1c 即 为 所 求 的 值 。 


14. 1.10 试验 验证 


下 面 通过 两 种 材料 的 试验 数据 "来 验证 上 述 理论 。 

1. 钛 合金 TC4 

手册 提供 了 四 种 试 样 厚 度 的 断裂 韧 度 以 及 平面 应 变 断 裂 韧 度 
Kic, 如 表 14- 1 所 列 。 

R 14 -1 TC4 PF E FE A BOE E IEE TK E E R SE 


板 厚 H/mm 2 5 10 15 
试验 Kc/(MPa .mi2) | 61. 170 7 | 67.336 3 |61. 170 7 | 60. 518 9 


考虑 到 断裂 韧 度 与 试 样 厚度 关系 的 复杂 性 , 故 针对 薄板 与 厚 
板 两 种 情况 分 别 进行 拟 合 。 

(1) 第 一 种 拟 合 方法 

针对 薄板 情况 ,采用 前 三 种 小 厚度 试 样 进行 拟 合 ;针对 厚 板 情 
况 , 采 用 后 两 种 大 厚度 试 样 以 及 平面 应 变 情况 进行 拟 合 。 拟 合 结 
果 见 表 14 - 2。 


表 14-2 TC4 拟 合 结果 (方法 一 ) 


é/[MPa® (m * mm !)1⁄2J| Kic/(MPa * m1⁄2) 


rki=0.505 | =1.121 3 &=48.797 5 Kici=14.788 5 


rk2 一 0. 001 | = 566. 269 &=1 369. 090 Kic 一 57. 700 


断裂 韧 度 的 理论 曲线 可 分 为 如 下 两 部 分 : 
Ka = adji- sg) HKiat( g) QO <<) 


(14 -67) 
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Ka = &A[1- (pe) H Kief(gre) E < <°) 


(14 - 68) 
AP, =10 mm。 断 裂 韧 度 与 试 样 厚度 关系 曲线 如 图 14 - 3 所 示 。 


断裂 韧 度 K_/(MPa * m°) 


图 14-3 TC4 的 断裂 韧 度 与 试 样 厚度 关系 曲线 (方法 一 ) 

从 以 上 结果 可 以 看 出 ,对 于 比较 薄 的 板 (: 委 10 mm) 而 言 , 平 
面 应 力 区 占 主 导 地 位 , 即 式 (14 - 63) 中 右 端 第 一 项 起 主要 作用 , 计 
算 断 裂 韧 度 时 采用 式 (14 - 67) ,如 图 14 -3 中 曲线 1 所 示 ; 对 于 比 
RJ HR C: 22 10 mm) 而 言 ,平面 应 变 区 占 主导 地 位 , 即 
式 (14-63) 中 右 端 第 二 项 起 主要 作用 ,计算 断裂 韧 度 时 采用 
式 (14- 68), 如 图 14 - 3 中 曲线 2 所 示 。 这 样 ,通过 两 个 曲线 表达 
式 , 即 式 (14- 67) 与 式 (14 - 68) 就 可 以 计算 任意 厚度 板 对 应 的 断 
RHEE. 

(2) 第 二 种 拟 合 方法 

选取 全 部 四 种 厚度 试 样 的 断裂 韧 度 , 按照 式 (14 - 63) 进 行 拟 
合 。 拟 合 结果 见 表 14 - 3, 拟 合 误差 见 表 14 - 4, 
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表 14-3 TC4 拟 合 结果 (方法 二 ) 


¿/[MPa * (m * mm !)1⁄2 JK 1c/(MPa * m! 
&=49.614 9 Kia=29.5408 


EE n 


表 14 -4 TC4 四 种 试 样 厚度 的 断裂 韧 度 拟 合 误差 


板 厚 H/mm 2 5 10 15 
相对 误差 /(%》| 0.004 1.030 2.795 1.870 


断裂 韧 度 的 理论 曲线 可 分 为 两 部 分 ,如 下 所 示 : 
Ka = fi- (2) Kias) Ocie 
(14 - 69) 
Ka=Kic ê [i< œ) (14 -70) 
式 中 ,tt 二 18.0 mm. WAHE SREE JE BF X: RHR A 14 -4 
所 示 。 


1.030% 1.870% 


断裂 韧 度 K-/(MPa * m'2) 


0 5 10 15 20 25 30 
板 厚 imm 


图 14~4 TC4 的 断裂 韦 度 与 试 样 厚度 关系 曲线 (方法 二 } 
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由 表 14 -4 可 以 发 现 , 拟 合 误差 在 一 定 的 工程 许可 范围 内 是 
完全 可 以 接受 的 。 

2. 铝 合金 LY12CZ 

手册 提供 了 四 种 试 样 厚 度 的 断裂 韧 度 以 及 平面 应 变 断 裂 韧 度 
Kic, 如 表 14-5 所 列 。 

表 4-5 LY12CZ 四 种 试 样 厚度 的 断裂 韧 度 及 平面 应 变 断 裂 帕 度 


板 厚 H/mm 2 4 6 10 oo 
T 
试验 Kc/(MPa * m!⁄2) | 39. 329 2 | 39. 305 4 | 30. 889 4 | 29. 160 4 | 21.100 0 


与 TC4 方法 类 似 , 同 样 采取 两 种 方法 针对 薄板 与 厚 板 两 种 情 
况 分 别 进行 拟 合 。 

(1) 第 一 种 拟 合 方法 

针对 薄板 情况 ,采用 前 三 种 小 试 样 厚度 进行 拟 合 ; 针 对 厚 板 情 
况 , 采 用 后 两 种 大 厚度 试 样 以 及 平面 应 变 情况 进行 拟 合 , 拟 合 结果 
见 表 14 -6。 


表 14-6 LYI2CZ 拟 合 结果 (方法 一 ) 


&/[MPa * (m * mm-1)1⁄J Ky c /(MPa * m!⁄2) 


薄板 1 | rkl =0. 894 |x: =0. 677 2) &=32.876 8 Kici= —85.129 6 


厚 板 2 | rxka=0. 063 |<; =9. 609 2 &=55.764 8 Kia =21. 100 0 


断裂 韧 度 的 理论 曲线 仍 可 分 为 两 部 分 ,如 下 所 示 : 

Ka =à [i f(m) Kias) (<: <") 
(4-71) 

Ka = edili- (28) Kies g) a <:< o) 


(14-72) 
AP. =6 mm. BRAHE SAE EER # RaR 14 - 5 
BUR, 
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4 试验 数据 
一 一 拟 合 曲线 


断裂 韧 度 K-/(MPa . m'2) 


0 5 10 15 20 25 30 
板 厚 {mm 


图 14-5 LY12CZ 的 断裂 韦 度 与 试 样 厚度 关系 曲线 (方法 一 } 


由 图 14 -5 可 以 看 出 ,对 于 比较 薄 的 板 (t: 二 6 mm) 而 言 ,平面 
应 力 区 占 主导 地 位 , 即 式 (14 - 63) 中 右 端 第 一 项 起 主要 作用 ,计算 
断裂 韧 度 时 采用 式 (14 - 71) ,如 图 14 -5 中 曲线 1 所 示 ; 对 于 比较 
厚 的 板 (之 6 mmy) 而 言 ,平面 应 变 区 占 主导 地 位 , 即 式 (14 - 63) 中 
右 端 第 二 项 起 主要 作用 ,计算 断裂 韧 度 时 采用 式 (14 - 72), 如 
14-5 中 曲线 2 所 示 。 这 样 ,通过 两 个 曲线 表达 式 (14 - 71) 与 
式 (14 - 72) 就 可 以 计算 任意 厚度 板 对 应 的 断裂 韧 度 值 。 

2) 第 二 种 拟 合 方法 

选取 全 部 四 种 试 样 厚度 的 断裂 韧 度 ,按照 式 (14 - 63) 进 行 拟 
合 。 拟 合 结果 见 表 14 -7, 拟 合 误差 见 表 14-8. 

#14-7 LY12CZ 拟 合 结果 (方法 二 ) 


é/[MPa® (m + mm-!)1⁄2 JK ;c/(MPa * m!2) 


&=37.600 6 |kin=-2.0128 


K ;c=21. 100 0 
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表 14-8 LY12CZ 四 种 试 样 厚度 的 断裂 韧 度 拟 合 误差 


断裂 韧 度 的 理论 曲线 同样 可 分 为 如 下 两 部 分 : 
Ká efi sze) j Kiaf(F'x) o<ise 
(14-73) 
Ke=Kie (m <:<=°°) (14-74) 
式 中 ,/*= 二 19.6 mm。 断 裂 韧 度 与 试 样 厚度 关系 曲线 如 图 14 - 6 
所 示 。 


0.002 % 5.720% 


3.670% 
/ 


8.250 % 


4 试验 数据 
一 一 拟 合 曲线 


0 5 10 15 20 25 30 
板 厚 !/mm 


图 14-6 LY12CZ 的 断裂 韧 度 与 试 样 厚度 关系 曲线 (方法 二 ) 
由 表 14 -8 可 以 看 出 , 拟 合 误差 是 在 完全 可 以 接受 的 工程 许 
可 范围 内 。 
通过 上 述 两 种 材料 所 采用 拟 合 方法 的 计算 结果 相 比 较 ,可 以 
发 现 ,“ 拟 合 方法 一 ”适用 于 试验 数据 较 多 的 情况 ,此 时 可 得 到 较为 
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准确 的 计算 结果 。 另 一 方面 ,如 果 试 验 数据 有 限 , 为 获取 某 一 厚度 
板 的 断裂 韧 度 “ 拟 合 方法 二 "不失为 一 种 有 效 的 方法 。 


14.1.11 材料 常数 的 统一 拟 合 


在 上 述 试验 验证 工作 的 基础 上 ,进一步 采用 统一 的 材料 参数 
rx ,Ks 和 KK1c 拟 合 材 料 断 裂 韧 度 与 试 样 厚度 的 关系 式 。 首 先 根 
据 上 述 拟 合 方法 获取 的 数学 表达 式 计算 若干 试 样 厚度 下 对 应 的 材 
料 断 裂 官 度 , 从 而 得 到 了 一 组 Kc — t 的 数据 ;然后 采用 同样 的 拟 
合 方法 ,通过 计算 的 一 组 Kc~t 数据 来 拟 合 式 (14 - 63)。TC4 与 
LY12CZ 的 拟 合 结果 如 图 14 -7 和 图 14 - 8 所 示 , 具 体 的 参数 见 
表 14-9。 


80 


7f 


Pa 
8 60 
š 50 
š 40 
R 30 
口 试验 数据 
20 一 拟 合 曲线 
10F 
o RA L f f 
0 5 10 15 2 2 30 35 
IPE: /mm 


Æ 14-7 TC4 断裂 韦 度 与 试 样 厚度 关系 曲线 的 统一 拟 合 
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5 10 15 20 25 30 
板 厚 t+/mm 


LY12CZ 断裂 韦 度 与 试 样 厚度 关系 曲线 的 统一 拟 合 
表 14-9 统一 拟 合 结果 


«x/mm™! |ë/[MPa + (m * mm ` !)1⁄2J|K ic /(MPa * m?) 


TC4 | 0.335 49.467 7 34.987 0 


37.577 1 一 0. 158 1 


由 图 14- 7 55 Ë] 14 - 8 可 以 看 出 ,根据 统一 拟 合 所 得 的 理论 
Kent 曲线 ,在 飞机 结构 设计 中 经 常 选用 的 厚度 范围 内 是 完全 满 
足 精 度 要 求 的 。 


结 论 


本 节 的 研究 工作 是 在 第 13 章 半 理论 - 半 工 程 解法 的 基础 上 进 
一 步 开展 的 ,通过 对 含 裂 纹 板 断裂 韧 度 的 理论 研究 ,把 断裂 韧 度 与 
试 样 厚度 关系 的 经 验 公式 上 升 到 理论 水 平 。 本 节 主 要 采用 了 以 下 
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O 采用 以 二 维 解答 为 基础 的 分 离 变量 方法 ; 

@ 精确 满足 几何 方程 .物理 方程 与 o. 的 静 力 边界 条 件 ; 

@ 通过 虚 位 移 原理 建立 支配 方程 ( 欧 拉 方程 ), 并 精确 求 得 
通 解 ; 

@ 由 上 述 静 力 边界 条 件 与 虚 位 移 原 理 建 立 的 其 他 静 力 边界 
条 件 求 得 特 解 。 


14.2 含 裂 纹 板 断 裂 韧 度 厚度 效应 的 理论 
研究 (二 ) 一 一 三 待定 函数 法 


14.2.1 引 言 


在 14.1 节 进 行 了 有 关 断 裂 韧 度 与 试 样 厚度 关系 方面 的 理论 
研究 ,给 出 分 离 变 量 型 的 具有 待定 函数 的 三 维 位 移 场 的 表达 式 。 
在 表示 该 位 移 场 时 ,采用 了 双 待定 函数 法 , 即 x 和 y 方向 的 位 移 
使 用 同一 待定 函数 ,= 方向 的 位 移 使 用 另 一 待定 函数 。 该 方法 认 
为 x 和 2 方向 位 移 的 变化 规律 具有 相似 性 ,因此 在 设 定位 移 函 数 
时 可 以 使 用 同一 个 函数 表达 ,从 而 可 以 简化 问题 的 复杂 程度 。 显 
然 , 这 种 方法 在 大 多 数 情况 下 都 是 适用 的 。 

但 是 ,从 严格 意义 上 讲 ,z Fly 方向 位 移 的 变化 规律 未 必 完 全 
相同 。 因 此 ,本 节 有 必要 给 出 更 具 一 般 性 的 三 待定 函数 法 , 即 在 线 
弹性 断裂 力学 与 含 裂纹 板 的 二 维 位 移 场 的 基础 上 ,给 出 分 离 变量 
型 的 z,y 和 x 方向 位 移 具有 三 个 独立 待定 函数 的 三 维 位 移 场 的 
表达 式 , 进 而 可 以 获取 三 维 应 变 场 和 三 维 应 力 场 。 通 过 虚 位 移 原 
理 ,使 用 变 分 方法 建立 待定 函数 所 应 满足 的 支配 方程 与 边界 条 件 ， 
从 而 可 以 确定 待定 函数 。 基 于 上 述 分 析 , 即 可 建立 另 一 个 断裂 韧 
度 与 试 样 厚度 关系 的 理论 表达 式 。 
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14.2.2 含 裂 纹 板 厚度 效应 的 三 维 理论 分 析 


在 小 范围 塑性 的 前 提 下 , 含 裂 纹 板 三 维 效应 主要 集中 在 裂 尖 
的 Ki 主导 区 。 可 以 采用 分 离 变 量 方法 ,以 二 维 位 移 场 表示 三 维 
位 移 场 如 下 : 

u = u,êlz), v = vyl), w = wt(z) = esht(z) 

(4=75) 

AP su, 和 v, 分 别 为 含 裂纹 板 在 平面 应 变 状 态 下 zx #ü y 方向 的 近 
HALERE: w, 为 含 裂纹 板 在 平面 应 力 状态 下 平行 于 中 面 的 板 面 
+ z 方向 的 近 场 位 移 分 量 ;s- 为 平面 应 力 状 态 下 的 方向 正 应 变 
分 量 e.;$(z) ,Xz) 和 5《z) 为 厚度 方向 变量 x 的 待定 函数 ,坐标 系 
的 选取 如 图 14 -2 所 示 。 以 下 若 不 作 特 殊 说 明 , 下 标 n 表示 对 应 
平面 应 变 状态 下 的 相应 项 ,下 标 s 表示 对 应 平面 应 力 状态 下 的 相 
应 项 。 

由 几何 方程 与 式 (14 -75) 可 知 裂 尖 近 场 应 变 分 量 的 表达 式 为 


Ou _ Ju, n 
e = Jas = Eml z) | 
Il 
ðv Əy, rë e | 
€, = 5 二 Iy = Ep NCZ) 


e, = z = wt’(z) 
(14-76) 


Dün 1 25, 
Yr + 2y 2) L J1 


se wreg 
Ya Jz t Jz u,€ (z) + gt) 
av gw _ , ðw, 
y, = Jz t 3y = ny a st) 


RP, OO 表示 对 z 的 一 阶 导数 。 
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在 小 范围 塑性 前 提 下 ARAE K 主导 的 。 由 线 弹性 物理 方 
程 可 得 裂 尖 近 场 应 力 分 量 的 表达 式 如 下 : 
ar = Ale, +e, + e.) + 288, = (À + 20)e,,S(xz) + Xe ,0(z) + 


wg (z) 

o, = àle, 十 sy 十 ee) 十 2pey = (À + 2u)e,,7(z) HAE melZ) + 
lwg (z) 

o, = Ale, +E, +e.) + 2e, = (人 十 21p)rog (z) +E mE C) + 
Ae ,nlz) 


ro = uY, [8865 + 2206 ] 


Ta = Wa = PERKO + Zete] 


dx 


bal 
lI 


, ðw, 
$ Wy = pjat o + Er ] 


(14-77) 
式 中 ,4 M u 为 材料 的 Lame 常数 ,其 大 小 分 别 为 


E 


¿= TG 


二 

2(1+) 

APE 为 材料 的 杨 氏 弹性 模 量 ;v 为 材料 的 泊 松 比 。 
以 下 建立 平衡 方程 。 令 

aa | aty | ore _ 


= z T ay 9z 


g 


F, 


gee 908; due. 
E; = aa T EM cy Br 0 
Pta 120; 
9y 3z 
则 考虑 到 式 (14- 77) ,平衡 方程 具有 如 下 形式 : 


dr- 
Peca Y 


458 


第 14 章 材料 抗 断裂 性 能 序 度 效应 的 理论 研究 Ú 


Zu E 
F; [a4 HD) Tu jie 


pu, z) + A+) Dee ca) =0 


a 


s+ pa 


F,= (十 内 了 = 


Betejat 


sea) + [ 


uv, (z) + Q + ) tw =0 


F. = Q +) S 


Pw, Pw, $ 
asi +S x Is 一 0 


(14-78) 
平面 应 力 情 况 下 的 位 移 分量 w, 满足 以 下 调和 方程 : 
az? FIS 
平面 应 力 情况 下 的 物理 方程 为 
On = (À + 2u)e,, 十 和 (es 十 es) 
Oy = (À + 20)e, Ale F En) 
(A + 2028, 十 AM(en 十 en) 一 0 


一 0 


lI 


In 


II 


由 此 可 得 


ZoNa 
Eu = IF 十 en) 


s. +o, e(r gte) pep) = 2A Hu) lEn + e,) 


APA APE JJ 800 TY Lame % #, C E #t K 
系 为 


xE 


1 一 到 


平面 应 变 情况 下 的 物理 方程 为 


2. = 
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Om = (À + 202e,, + AEn 
Opn = (À + 202e,, F ÀE m (14-79) 
On = ÀAlEm HEr) 
由 此 可 得 
am 十 am = (À + U) (em 十 en) 
考虑 平面 应 力 与 平面 应 变 状 态 下 的 裂 尖 近 场 应 力 相等 条 件 ， 
由 式 (14 - 76) 可 得 与 式 (14 - 17) 相 同 的 关于 w, 的 表达 式 , 即 


AQ 二 人 
TET 


W, = Exh Daraht ie 十 ex) = 


IFZ hlEm Em) 


14.2.3 建立 支配 方程 的 变 分 方法 


根据 虚 位 移 原理 ,可 将 三 维 状态 下 的 平衡 方程 表示 如 下 
Fas + F,Šv + F.ðw)dV = 0 


将 式 (14 -75) 变 分 ,有 
Õu = ulz), ðv = w87(z)， ðw = w,òẸ z) 
(14 - 80) 
将 式 (14 -80) 代 入 式 (14- 18) ,得 


L (| Fu.dA) 8c) de +f (| Fraa )5yCz)dz 十 


三 (Faajsgeod==。 G4 -81) 
h A 
由 86(z),37(z) 和 65(z) 的 任意 性 , 知 

| F.u,dA = 0 

A 

f; F,,dA = 0 (14-82) 


f Fenaa 一 0 
A 
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根据 式 (14 -78) 与 式 (14 -11), 有 


pa ə 
Fau, = [ü +2 Š rasa "eso Q+) g SC 十 
G) + (Q + I) E 元 C'(z) 
; pea 
Fy, = Q +u) Zu POE 2⁄2 T S= paw 
ur (z) HA +o 7 D” „g (z) 
Fw 
I A j 
(14-83) 


将 式 (14 -83) 代 入 式 (14 - 82) ,可 得 微分 方程 组 如 下 : 
An C2) HAEl) + Bio n(z) + Cha £ (z) = 0 
Aio6(z) + B, f (z) + Baone) + Ca £ (2) = 0 
An Cz) + Ban (z) + Ca (z) = 


(14 ~ 84) 
式 中 
As = af uidA 
n 
2 2: 
A= f, Lone = + F Junda 
y 
G4-85) 
Bo = Q+ | 2 y" dA 


I 


Ca = Q+ | s ü 
A Ix 
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As = atwf Z. 
B, = f raa 
E T (14-86) 
Ba = | [0+ 20 T Ha T rda 
Ca = Q+) | rdA 
Ay = coli FwdA 
9v, 
Ba = Q+) |, ue qA (4-87) 
9y 
Cu = a+2wf w? dA 


14.2.4 # 2 E 363 


在 线 弹性 断裂 力学 中 ,对 于 工 型 平面 裂纹 而 言 , 其 平面 应 变 状 
态 下 的 裂纹 尖端 应 力 场 与 位 移 场 具有 如 下 形式 : 


Ki 0 oy n 30 
SSE So: (1 一 sm sin 7) 
Ki 0 2 NE: 
Ba Veri 2 (1 + sin 2 sin z) (14 - 88) 
T, K. cos LAE Tos 20 
a 2xr 2 2 2 
0 


(14 - 89) 


Ki fr. 0 .20 
v, Zy zsng [° 1+2sin'>) 


式 中 ,Ki1 为 I 型 裂纹 的 应 力 强度 因子 ;% 为 与 材料 泊 松 比 y 有关 
的 参数 ,在 平面 应 变 情况 下 有 
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w= 3— 4v (4-90) 
(r,g) 表 示 以 裂纹 尖端 为 坐标 厌 点 的 局 部 极 坐标 系 。 直 角 坐 标 系 
与 极 坐标 系 之 间 的 微分 算 子 具有 下 列 关系 : 


9 000 Sin 0 9. 
ax "ar r 90 
(4-91) 
2> sino2 pet 
dy ðr r 90 
由 式 (14 -16) 可 得 
SEE a = 
Em +e, = apa + om) (14 - 92) 


将 式 (14 -17) 及 式 (14- 89) 代 入 式 (14 -85)、 式 (14 -86) 和 
式 (14 -87) ,并 考虑 式 (14 - 88) . 式 (14 -91) 和 式 (14- 92), 有 
+U — 4032) pe 有 
i a ep 1 7K 


Ar 2E 

__ +G 8), 
Aw =— 64E( ay Kira EE, 
B, = UHO- 8) ka, 
iç 6GEGQ—2) `l K 

二 2 
Cu =— EA Ta Kira 

_ (I+) (S—8) ps 
Ax = EQ a) Ki 
p, = tOUS e+ A 

(d4 -94 

B, —— +) — 8) ka , ; 
zo 64E(1—2 1 

= Mk ` a 
Ca =— gE myi 
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__ v3— 8)h 
As =E 25 Kira 
v(5 — 8.) 
Ba =—#ËCL— 2⁄5 K ra (14-95) 
OO WA- p 
C2 = Eyad — 25 K) ra 
式 中 ,rk 为 K 主导 区 的 半径 。 
14. 2.5 支配 方程 组 的 求解 
根据 位 移 分 量 的 对 称 与 反对 称 条 件 , 可 设 
6(z) = ach (gz) (14-96) 
nz) 一 azch (xz) (14 - 97) 
5(z) = ash (gz) (14-98) 
将 式 (14 - 96)、 式 (14 - 97) 和 式 (14 - 98) 代 入 微分 方程 组 


式 (14 - 84), 有 
(An 十 Aio)ai + Boa, 十 Cuhkas = 0 
Axa + (B; + B,)a, + Casa; = 0 p (14-99) 
Anra, + Bara, + Cua, = 0 
车 (mm ,as，,as) 存 在 非 零 解 , 则 以 上 方程 组 系数 行列 式 应 为 
零 , 即 


Ax 十 Au Bo Cue 
Ax Bai +B, Car|=0 (14-100) 
Aax Bax Cp 
展开 行列 式 (14- 100), 有 
PT + T, + Ts) = 0 (14 -101) 


式 中 
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T, = Az BzCxz 

T, = Ax (Bz C+ — Ba C.) + Bz (Aio C — Aa Cn) 

T, = A (Bz C32 一 Bx Ca) — Bio (Ax C; — Aa Ca) + 
Cu (Azo B, — As Bzo ) J 

(14 - 102) 

这 里 ,由 式 (14 - 93)、 式 (14 - 94) 与 式 (14 -95) ,可知 

h: Kirk (1 —)0(25—56 +327 ) (13 — 40v + 32) 


T, 288F° 1 一 2 
+ h° Kirk ¥ Q +) (155 —736v + 1 280 — 960 + 256) 
Š 384E° (1 — 2⁄5 
T. _ hk? i rk (A +3 — 4v) 
š 128F° (1—2v) 
(14 - 103) 
求解 关于 心 的 方程 式 (14 - 101) ,得 
—T,+/Ti —4T, T, 
好 一 0， ê ZT, 
或 e = T, —¿ T: —4T T, 
2T, 
(14 -104) 
式 中 
4 12 10 
TEAT, T, = KE V (+V) 8 495 — 7 76ly 十 319 584 — 


147 456E® (1 — 2») 

776 192 + 1 226 240»' — 1 294 336 + 

888 83215 — 360 448» + 65 536) (14 -105) 
通过 计算 可 以 知道 , 当 v=0.2~0.45 BF, Ti — 4T,T, >0, 

此 ,微分 方程 式 (14 - 84) 存 在 六 个 实 特征 根 。 根 据 位 移 对 称 与 反 

对 称 条 件 ,可 得 微分 方程 组 的 解 为 
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6(z) = Dich z) + Dzch (cz) + D. 
1z) = D,ch (z) + D;ch (kzx) + D, 
Cz) = D;sh (x, z) + Desh (cz) + D, z 
(14 -106) 
AP, D — D, 为 待定 常数 。 不 失 一 般 性 , x 与 心 分 别 取 
式 (14 -104) 中 的 两 个 正 根 。 
将 式 (14- 106) 代 人 微分 方程 式 (14 - 84), 可 得 待定 常数 间 的 
关系 式 如 下 : 
D, = Da Dis D; = Ds,D,, D, = De D: 
D, = D, D, , D; = DszD.,, D, = Dy D, 


(14 -107) 
式 中 
D. Kf Ar C3 + Alo Cs rt AuCn 
u BioCa 一 Ba Cri 
GAC + AC — Aa Cn = 
D; BO = Bih (14 - 108) 
站 =— AxC, 一 AnCn 
m B.C, — BoC 
D. pe Ki A Bs + Ao Ba Sx Ai Bo 
i ri (B.C — Ba Cri ) 
An Bn + A By — Aa Bo w 
Dsz n (BoCa — BGD) (14 - 109) 
Dy, — MB — As Bi 


BoCa 一 B, Cn 
以 上 三 式 表明 ,在 九 个 待定 常数 D —D. 中 ,只 有 三 个 参数 是 
完全 独立 的 。 因 此 ,只 需求 解 出 三 个 独立 待定 常数 D. De 和 Ds, 
其 他 常数 可 由 式 (14- 107) . 式 (14 - 108) 与 式 (14- 109) 确 定 。 
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14.2.6 边界 条 件 


下 面 根据 边界 条 件 确定 待定 的 常数 D. , D, 和 D. 。 

由 式 (14-77) 可 以 看 出 ,在 设 定 三 个 不 同位 移 函 数 的 情况 下 ， 
对 o: 不 能 够 进行 变量 分 离 。 因 此 ,在 平行 于 板 中 面 的 表面 上 , 考 
虑 裂 尖 附近 一 个 由 K 主 引导 区 控制 的 半径 为 rx 的 开口 圆 面 A， 
满足 正 应 力 在 该 圆 面 上 的 面积 分 为 零 , 即 当 z= 时 ,有 


| raa=。 (14 -110) 
将 式 (14 -77) 中 o. 的 表达 式 代 入 式 (14 -110), 有 
| [atowo +e nl) wz)]dA = 0 


(14-111) 
另外 ,其 他 静 力 边 界 条 件 将 在 变 分 意义 上 得 到 满足 , 即 


f Eos 十 ram — b,)Šu + (Tuyl 十 oa — p,)òv]dS + 


f e= + readydA =0 (14-112) 


式 中 ,p;,p, 为 板 的 K1 主导 区 周边 表面 上 面 力 分 量 ;l,m 为 该 表 
面 外 法 线 的 方向 余弦 ;S 与 A 分 别 为 板 的 周边 表面 与 上 下 表面 。 

将 式 (14- 80) 代 入 式 (14 -112) ,并 考虑 到 386(z) 和 87(z) 的 
任意 性 ,有 


| (ai rim = pudS+ | roundA = 0 
S A 
fc 十 ov — p, )» dS +Í, r.v,dA = 0 


(14 -113) 
再 将 式 (14 -77) 代 入 式 (14 - 113), 有 
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f LAH 2 eC) Hng) Hwt (2)JL+ PERG + 


ðw, 


Jn- >.) +] [= Eh) +r Ju da =0 


i : [eo + 


Ht aim- PR [roy + 9 too Junda = o 


J HUA + 20)e,,n(z) + rnt(z) + 


(14- 114) 
联 立 式 (14 -111) 与 式 (14 - 114) ,并 考虑 到 dS 二 dzdC, 有 


[ewas [a+ zwen se +Í odf, = + 


EL 
Ix 


ea firca, Awu, dC +E Daf uždA + 
0 
Iw, P š 
Euf < aa — A| undc 
w Əu, h ðv, 
f edz| (x a 十 ME za Jac + redz|.[ Ja! + 
a+ zenn wac+ | Edez) rwm dC + doef, dA + 
0 


towaf, y, dA = A| pwndC 


vofa +D dA +E | AendA + KW | dA = 0 


4-115) 
显然 ,通过 式 (14- 115) 所 包括 的 三 个 方程 式 , 可 以 惟一 确定 
三 个 待定 的 常数 Di ,D。 和 Ds 下面 对 式 (14 - 115) 进 行 化 简 。 
A 
令 
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pa | [a+ oen ¿+a Tm Z= Ju„dC 


a 3v, y, 
T; = | (enl + u Zem Ju,qC (14 -116) 


je 
Əv, z 
I; = | [e2 + Q + zwem paac (14 -117) 
I, =Í àw,my„,dC 
Ë 
L = àc „dA 
A 
£ = J àe „dA (14 -118) 
A 


I, = [| Q + 2⁄0, dA 
则 由 平面 应 变 状态 下 的 静 力 边界 条 件 
Pr = Oml tmm = Q + 2p) en Ita em 十 从» I+ a m 


b, = Teml + a,,m =p% am 
(14 -119) 
可 得 
| wac= + 
(14-120) 


firade = + 1 


由 式 (14 -17)、 式 (14 -88) 和 式 (14 - 89) ,并 考虑 式 (14-91) 
和 式 (14- 92) ,可 将 式 (14 — 116) 式 (14 - 117) 和 式 (14 - 118) 写 
成 如 下 形式 : 
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Q +») (63 — 320v +5127 — 256) 


2 
h 64E — 2v) Kire 
I, =— G+) (55 — 272v + 4482 — 256) p: , 
rm 64E(1 一 2v) pIE 
L =— AK rk 
(14-121) 
(1 +) (57 — 272v + 448 — 25622) p 
L ME 2) Ki rx 
1, — Q+ (129 — 512v + 6407 — 256) pe „ 
š 64 天 (1 一 2v) Tek 
__ (3— 4) Ç 
h =— z250 Kir 
(14 - 122) 
_ 2rk v(2— 5v) 
Tr = SEr A/S 358122 
[rk v3 — 5v) 
še 2rk K3 — 5) 14-1 
h = 8K | O) (14123) 
3 
A 8K, 2rk v(1 — v) 


z (1 十 (1 一 2v) 
将 式 (14 - 116) 至 式 (14 - 118) 以 及 式 (14 - 120) RA 
式 (14-115) ,并 考虑 式 (14 - 85) 与 式 (14-86), 有 


nf &(z) dz 十 rf Ke)dz + nf Cz)dz +E Ch)As + 


E) ESC =A +L) 


h h 'h 7 
r sayas + Lf Ta)dz 十 有 | Ede hB + 


EW pCa = (L + 1) 


Eh) I HN) Is +Y ChI = 0 
(14 - 124) 
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由 式 (14 -106) 可 得 
f £CG)dz = Pish ohj + ësh (zh) + Dsh 


P: 


f 7(z)dz 一 元 一 sh G) + D 总 sh h) + Dih 
0 


j: Veydz = Dak (mh) + Dish tnh) | Dh 
0 


(14-125) 
£h) 一 Dich ih) + D;ch (x, h) + D, 
nh) = Dich (kih) + D;ch (x;h) + D, 
tO) = Dish h) + Desh (h) + Dih 
£ Q) = Dirsh (x, h) + D,x;sh (h) 
T (h) = D.xish (xi h) + Dsrsh Ch) 
£O) = Dirich h) + Derech eh) + D, 
(14 - 126) 
将 式 (14- 125) 与 式 (14 - 126) 代 人 式 (14 - 124), 可 进一步 得 到 


[名 tsh Gah) + Di shieh) F D:a |+ 1 [Bsh Gm) 十 
3 
Bssh (mh) + naa] 十 有 [Dish h) + Dash (h) + Dh] + 
; 


Ais [Dix sh (tA h) + Dirsh (x2h)] ti Cn LD: sh Ga h) + 


Dash (h) + Dsh] = AC, + L) 
[2 sh Cah) + Deoh Ceh) + Dsh 小 pu + 
à 
Dish Ch) + ma] +I [D;sh G h) + Dash Geh) + D,h] + 
Bb [Diri sh Ga h) + Dsrz sh Cah] + 7 Cn CD: sh Cah) + 
Dssh Ceh) + Doh] = h(l, + I) 
L,[Dich (kh) + D:ch h) + D,] + Is[D,ch h) + 
D;ch h) + D, ] + Is[ D; ch h) + Diech Oh) + D, J = 0 
(14 - 127) 
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ZERO- 107), 上 式 可 进一步 整理 成 如 下 形式 : 
a Dı + ax D; + aD; = ñ, 
a, D, + ax D, + a D; = & (14 - 128) 
azı D, + as D, + a D, = Bñ, 


q, = [(E + Ann J+ Da + (1 + Ca )D， 1 sh h) 
az = [(ż + Ans ) 十 Ep, + (x EE ) De |sh Crh) 
an = [I+D + [h +r -Cnu )Ds Jh 

(14 - 129) 


Qa = [(# + Bar )+ Da F (1; trig” ) Da sm (kh) 


ts = [(£ + Bar )+ 总 De 十 (1: +a )pe |s (xh) 


Fe 
s = [L+ Da + (I +74 C ) Ds J 
(14 - 130) 
TEE (E + ËD. +r Dn )ch Oah) 
ii 
ai= [Et Da + De )ch Ceh) k (14-131) 
b h 
aa = I 中 Ep, 十 Do 
Sh 
B = + Ih 
B, = (L + Ih (14- 132) 
B, = 0 


求解 方程 组 式 (14 -128) ,可 求 得 D. , D, 和 D, 如 下 : 
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B az es 
B, az az 


q. a. 
D. B, 32 33 


(14 - 133) 


14.2.7 厚度 效应 分 析 


将 式 (14 -106) 代 人 式 (14 -77) 中 第 三 式 , 可 得 


-AEDn cen +e ED, ch ntah a4] 


Mem[Dich (xi z) + Dch z) + D,] + & ,,[ D, ch (xi z) + 
Dsch (x, z) + D, ] (14 - 134) 
考虑 式 (14 - 107), 可 将 上 式 整 理 为 如 下 形式 : 
o, = ÀY, Dich (x, z) + Ay; D;ch (x;z) + Xy, D, 
(141355 
式 中 


Z = Em +e, Da -ee 十 en DK Dr 
y, = en +e, Du — METAS + e)re Daz 


V = en + en De — EE h (e, 十 sw) Dos 


(14 - 136) 
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同样 考虑 裂 尖 附近 一 个 由 K 主导 区 控制 的 半径 为 rk 的 开口 
圆 面 ,c- 与 c 的 面积 分 之 比 为 


= G.,D,ch (x, z) + G, Dch (z) + G, D; 


„dA 
(14 - 137) 
式 中 
| :aa | :aa 
G Da Emi hDn 
[< +e, )dA "Te, 十 em)dA 
j En dA Í e, dA 
G, = 2 $ 4 一 Di = Kk2hDsz 
f cen +e, )dA | ce 十 en)dA 
J e, dA | E„ dA 
G = < 本 - 63 -站 hD 
| e= +sqA | Cen +=OqA 
(14 - 138) 


通过 比较 一 定 厚度 板 o. Ej o. fE K 主导 区 表面 上 的 面积 分 ， 
可 将 任意 厚度 板 划分 成 等 效 完 全 平面 应 变 区 与 等 效 完全 平面 应 力 
区 两 个 部 分 。 其 中 ,等 效 完 全 平面 应 变 区 的 当量 厚度 h* 可 按 下 式 
计算 , 即 


D. sh (Ki 六) 
Kı 


+G, D: sh (w;h) 
K 


+G:D;h 


(14 - 139) 
进一步 ,可 得 到 当量 平面 应 变 区 厚度 与 板 厚 之 比 fCh)398 


fO = h` GD p, sh LAR + GD sh ah 
h 


+G: D; 


(14 - 140) 
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至 此 ,已 经 获得 了 与 14. 1 5636281169 5 t. B T x, 与 心 
的 值 都 与 K 主导 区 半径 rk 成 反比 ,所 以 K 主导 区 半径 rk 对 厚度 
函数 /(h) 而 言 仍 具有 主导 作用 。 


14.2.8 断裂 韧 度 理论 公式 


根据 上 述 厚 度 效应 分 析 , 具 有 任意 厚度 的 含 裂纹 板 都 可 以 看 
成 由 平面 应 变 区 与 平面 应 力 区 两 个 部 分 组 成 ,那么 , 板 的 断裂 气度 
公式 同样 可 以 看 成 是 平面 应 变 断 裂 韧 度 与 平面 应 力 断 裂 韦 度 两 个 
部 分 的 线性 组 合 , 即 
K. = d[i- f(#)]+K.cf() (14- 141) 
式 中 ,6 为 待定 材料 参数 ;天 1c 为 平面 应 变 断 裂 韧 度 ;z 为 板 厚 。 
具体 的 参数 拟 合 方法 为 最 小 二 乘 方法 。 首 先 假定 K 主 引导 
区 半径 rxk 为 已 知 常数 ,借助 式 (14 - 104) 可 计算 式 (14 - 140) 中 的 
4 与 x 的 值 ,从 而 可 拟 合 与 Kic。 令 
P, Kic) =X Ka 一 Ka)2 = 
ti ti? 
D [Ka evafi f(3 )] Kif[2)) 
(14 - 142) 
式 中 ,Kec 为 根据 试验 所 获得 的 菜 些 厚度 所 对 应 的 断裂 韧 度 值 ; 
Kè 为 通过 理论 公式 (14 - 141) 计 算 的 该 厚度 下 的 断裂 韧 度 值 ; 
OCE, K ic) 即 为 全 体 试 验 获得 断裂 韧 度 值 与 计算 所 得 断裂 万 度 值 
之 间 误 差 的 平方 和 。 要 使 P(6, Kic) 达 到 极 小 ,只 需 将 式 (14 - 142) 
分 别 对 & 与 K 1c 求 偏 微 分 ,并 令 其 等 于 零 。 于 是 ,有 
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D -7($))=° 
闲 :-- 咏 他 -ec[ -7 人 -ev 全) 
/ 售 )-。 


(14 -143) 
经 化 简 整理 ,得 到 求解 《与 K tc 的 线性 方程 组 


Dap- + ep- 


(14-144) 
求解 方程 组 式 (14 -144) 即 可 得 到 断裂 官 度 方程 中 的 与 K 1c 值 。 
必须 指出 ,在 上 述 公 式 的 推导 过 程 中 ,假设 rk 是 已 知 常数 , 随 着 
rx 值 的 不 同 , 拟 合 所 得 到 的 与 Kic 值 是 不 同 的 , 拟 合 误差 
9 人 Kic) 的 大 小 也 会 有 所 不 同 。 

因此 ,还 需要 选取 不 同 的 r< 值 分 别 进 行 拟 合 ,以 拟 合 误差 
9 Kic) 为 优化 目标 ,对 rx 值 进行 优化 ,最 终 优化 所 得 到 的 rk 值 以 
及 在 此 rx 值 下 通过 最 小 二 乘法 获得 的 上 与 Kic 即 为 所 求 的 值 。 


14.2.9 试验 验证 


下 面 通过 两 种 材料 的 试验 数据 "来 验证 上 述 理论 。 
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1. 钛 合金 TC4 

手册 提供 了 四 种 厚度 试 样 的 断裂 韧 度 以 及 平面 应 变 断 裂 韧 度 
KL, 如 表 14 - 10 所 列 。 

表 14-10 TC4 四 种 厚度 试 样 的 断裂 韧 度 及 平面 应 变 断 裂 韧 度 


5 10 15 oo 
试验 Ke/(MPa， m!2) | 61. 170 7 | 67.336 3 | 61. 170 7 | 60. 518 9 | 57. 700 0 


考虑 到 断裂 韧 度 与 试 样 厚度 关系 的 复杂 性 ,下 面 针 对 薄板 与 
厚 板 两 种 情况 分 别 进 行 拟 合 。 
(1) 第 一 种 拟 合 方法 
针对 薄板 情况 ,采用 前 三 种 小 厚度 试 样 数据 进行 拟 合 ; 针 对 厚 ， 
板 情况 ,采用 后 两 种 大 厚度 试 样 数据 以 及 平面 应 变 断 裂 韧 度 Ki 
进行 拟 合 , 拟 合 结果 见 表 14 - 11， 
表 14-11 TC4 拟 合 结果 (方法 一 ) 


#/[MPa - 
«2/ mm! 
(me mm-1)1/2] 


rK1 一 0.406 | «u =3. 1032 «21 =1. 304 3 & =48.867 6 | Kicı=6. 995 5 


rK2=0.001 | el2 一 1 259. 890 0 |æ22 =529. 446 0| &=934. 925 0 |K 1c2=57. 700 0 


W ZA B) £ 093846 MRTT 4 A AN F ORBA: 
Ka = & Aili- [+e )]= Kia f[+-=) (0<¿:<:`) 
(14 - 145) 
Ka =&J- (+e) H Kier) a < < eo) 
(14 - 146) 
式 中 ,1* = 10 mm, KARES RETE RAAR An Bl 14 -9 
所 示 。 
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0 5 10 15 20 25 30 
板 厚 t/mm 


图 14-9 TC4 的 断 简 韦 度 与 试 样 摩 度 关 系 曲 线 (方法 一 ) 

从 以 上 结果 可 以 看 出 ,对 于 较 薄 的 板 (1 过 10 mm) 而 言 ,平面 应 
力 区 占 主导 地 位 , 即 式 (14 - 141) 中 右 端 第 一 项 起 主要 作用 ,计算 断 
裂 韧 度 时 采用 式 (14- 145) ,如 图 14 - 9 中 曲线 1 所 示 ; 对 于 较 厚 的 
ËR 210 mm) 而 言 ,平面 应 变 区 占 主导 地 位 , 即 式 (14 - 141) 中 右 端 
第 二 项 起 主要 作用 ,计算 断裂 韧 度 时 采用 式 (14 - 146) ,如 图 14 -9 
中 曲线 2 所 示 。 这 样 ,通过 两 个 曲线 表达 式 (14 - 145) 与 式 (14 - 
146) 即 可 计算 任意 厚度 板 对 应 的 断裂 韧 度 值 。 

(2) 第 二 种 拟 合 方法 

选取 所 有 四 种 厚度 试 样 的 断裂 韧 度 ,按照 式 (14 - 141) 进 行 拟 
合 。 拟 合 结果 见 表 14 - 12, 拟 合 误 差 见 表 14 - 13。 

表 14-12 TC4 拟 合 结果 (方法 二 ) 


é/[MPa* 
rx /mm Kı /mm_! 

(m+ mm-1)1⁄2J| (MPa * m'⁄2) 
薄板 1 |rk =0.285| «=4.4207 |<¿=1.8581| #=50.2144 |Kic =26.1187 
厚 板 2 Kic=57.7000 
478 


第 14 章 PPH BERES Ü 


表 14-13 四 种 厚度 TC4 试 样 的 断裂 十 度 拟 合 误差 


断裂 韧 度 的 理论 曲线 可 分 为 如 下 两 部 分 ， 
Ka = Afi- ffyr) Kasy) o< 
(14-147) 
Ke = Kic (@ s< t < óoy 
(14-148) 
式 中 ,4 二 17.7 mm。 汤 裂 韧 度 与 试 样 厚 度 关系 曲线 如 图 14 - 10 
所 示 。 


1.030% 
1.870 % 


; N 


0.005% 2.790% 


1 


Wr BJFEK/(MPa * m’) 


0 5 10 15 20 25 30 
HIF /mm 


Æ 14-10 TC4 的 断裂 韧 度 与 试 样 厚度 关系 曲线 (方法 二 ) 
由 表 14 - 13 可 以 看 出 ,在 一 定 的 工程 许可 范围 内 拟 合 误差 是 
完全 可 以 接受 的 。 
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2. 铝 合金 LY12CZ 
手册 提供 了 四 种 厚度 试 样 的 断裂 韧 度 以 及 平面 应 变 断 裂 韧 度 
Kic, 如 表 14-14 所 列 。 
表 14-14 四 种 厚度 LY12CZ 试 样 的 断 有 裂 韧 度 及 平面 应 变 断 和 裂 韦 度 


10 oo 
试验 Kc/(MPa。 m'/?) 39,329 2 | 39.305 4 | 30. 889 4 | 29. 160 4 | 21.100 0 


与 TC4 方 法 类 似 ,同样 采取 两 种 方法 针对 薄板 与 厚 板 两 种 情 
况 分 别 进行 拟 合 。 
(1) 第 一 种 拟 合 方法 
针对 薄板 情况 ,采用 前 三 种 小 厚度 试 样 数据 进行 拟 合 ;针对 厚 
板 情况 ， ep ERE Kic 
进行 拟 合 , 拟 合 结果 见 表 14 - 15。 
表 14 -15 LY12CZ 拟 合 结果 (方法 一 ) 


é/[MPa* 


(m * mm 1)'?] 


薄板 1 rki =0. 649| xi =2. 157 9 *a=0.872 4| &=32.2177 |Kic = —94. 0004 


厚 板 2 |rkz 二 0.036|x1z =38. 901 8yz2 二 15. 727 J & =59.081 1 


断裂 韧 度 的 理论 曲线 可 分 为 两 部 分 , 即 
Ka = & [1 — /(+ = )] 上 Ka 人 (去 m) O<) 
(14 - 149) 
a = &Ai[i- f(g) HKies( gre) (t* < t < œ) 
(14 -150) 
式 中 ,t* =6 mm。 断 裂 韧 度 与 试 样 厚度 关系 曲线 如 图 14 - 11 所 示 。 
从 以 上 结果 同样 可 以 发 现 ,对 于 比较 薄 的 板 (上 和 6 mm) 而 言 ， 


平面 应 力 区 占 主导 地 位 , 即 式 (14 - 141) 中 等 式 右 端 第 一 项 起 主要 
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Æ 14-11 LY12CZ 的 断裂 韧 度 与 试 样 厚度 关系 曲线 (方法 一 ) 


作用 ,计算 断裂 韧 度 时 采用 式 (14 - 149) ,如 图 14 -11 中 曲线 1 所 
示 ; 对 于 比较 厚 的 板 (t 宇 6 mm) 而 言 , 平 面 应 变 区 占 主导 地 位 , 即 
式 (14- 141) 中 右 端 第 二 项 起 主要 作用 ,计算 断裂 韧 度 时 采用 
式 (14 -150), 如 图 14~11 中 曲线 2 所 示 。 这 样 ,通过 两 个 曲线 表 
达 式 (14 - 149) 与 式 (14 -150) 即 可 以 计算 任意 厚度 板 对 应 的 断裂 
HEH. 

(2) 第 二 种 拟 合 方法 

选取 所 有 四 种 厚度 试 样 的 断裂 韧 度 ,按照 式 (14 - 77) 进 行 拟 
合 。 拟 合 结果 见 表 14 - 16, 拟 合 误差 见 表 14- 17 。 
表 14 -16 LY12CZ 拟 合 结果 (方法 二 ) 

Kic/ 
(MPa * m'?) 


rk =0. 228 0|xi 一 6. 142 4| 心 一 2. 483 4| 二 38.852 2 |Kia=—5.1906 


Kic=21.1000 
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3 14-17 LY12CZ 四 种 试 样 厚度 的 断裂 韧 度 拟 合 误差 


HE H/mm 2 4 6 10 
相对 误差 /(%》 0.002 5. 990 8.450 


KR JE AIEE RT y A F 586 2y 
Ka = “Di (228) Hatla) Q< <) 
(14-151) 
Ka = Kic (ê < t < °°) (14 - 152) 
武 中 , 必 一 19 mm, 23388 15 52 P D E X: £ ii 82 tn 8 14 - 12 
所 示 。 


0 5 10 20 25 30 


15 
板 厚 + /mm 
图 14 - 12 LY12CZ 的 断裂 官 度 与 试 样 厚度 关系 曲线 (方法 二 ) 

由 表 14 -17 可 以 发 现 , 拟 合 误差 在 一 定 的 工程 许可 范围 内 是 
完全 可 以 接受 的 。 
通过 上 述 两 种 材料 所 采用 拟 合 方法 的 计算 结果 比较 ,可 以 发 
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现 “ 拟 合 方法 一 ”适用 于 试验 数据 较 多 的 情况 ,能 得 到 较为 准确 的 
计算 结果 。 另 一 方面 ,如 果 试 验 数 据 有 限 ,为 获取 某 一 厚度 板 的 断 
裂 韧 度 ，“ 拟 合 方法 二 "不失为 一 种 有 效 的 方法 。 


14.2.10 结 论 


本 节 针 对 含 裂纹 板 的 断裂 韧 度 问 题 作 了 进一步 的 理论 研究 。 
概括 而 言 , 首 先是 采用 三 个 相互 独立 的 待定 函数 表示 位 移 场 ; 然 后 
在 精确 满足 几何 方程 ,物理 方程 的 条 件 下 ,通过 虚 位 移 原理 建立 支 
配方 程 ( 欧 拉 方 程 ) ,并 精确 求 得 通 解 ;最 后 由 关于 的 合力 形式 
的 静 力 边界 条 件 与 虚 位 移 原理 建立 的 其 他 静 力 边界 条 件 求 得 特 
解 。 通 过 断裂 韧 度 试验 验证 ,可 以 得 到 与 双 待定 函数 法 较为 类 似 
的 结果 。 


14.3 含 裂纹 板 裂纹 扩展 阻力 曲线 厚度 
效应 的 理论 研究 


14.3.1 引 襄 


第 13 章 论述 了 有 关 和 裂纹 扩展 阻力 曲线 的 研究 。 通 过 建立 裂 
纹 扩 展 阻力 曲线 与 试 样 厚度 关系 的 表达 式 ,提出 求解 问题 的 半 工 
程 - 半 理 论 解法 。 基 于 14. 1 节 和 14. 2 节 关 于 含 裂纹 板 厚 度 效 应 
的 理论 研究 ,同样 可 以 如 断裂 韧 度 那样 ,在 理论 高 度 给 出 裂纹 扩展 
阻力 曲线 与 试 样 厚度 间 的 关系 式 。 

在 第 13 章 有 关 裂 纹 扩展 阻力 曲线 与 试 样 厚度 关系 研究 的 基 
础 上 ,依据 含 裂纹 板 厚 度 效 应 分 析 的 双 待 定 函数 法 ( 见 14. 1 节 ) 与 
三 待定 函数 法 ( 见 14.2 节 ) ,本 节 进 行 有 关 含 裂 纹 板 裂 纹 扩展 阻力 
曲线 厚度 效应 的 理论 研究 ,并 通过 相关 的 裂纹 扩展 阻力 试验 验证 
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该 理论 解法 。 


14.3.2 有 裂纹 扩展 阻力 曲线 与 试 样 厚度 关系 的 
理论 公式 
由 式 (13 - 38) 可 知 
K, = Kec[1 十 ID)Aa]s (14-153) 
式 中 ,Kx 为 阻抗 应 力 强度 因子 ;Kc 为 材料 断裂 韧 度 ;Aa 为 裂纹 扩 
展 长 度 ;m 为 与 试 件 厚 度 上 有 关 的 材料 常数 ;7(z) 为 待定 函数 。 
材料 断裂 韧 度 Kc 与 试 样 厚度 1 的 关系 可 表示 为 如 下 形式 : 


Kc = fi-s) Kel) (14 -154) 


式 中 ,Kic 为 平面 应 变 断 裂 韧 度 ;# 为 材料 常数 ;j( + ) 为 当量 平面 


应 变 区 厚度 与 板 厚 之 比 , 由 14. 1 节 与 14. 2 节 可 知 ,在 使 用 双 待 定 
函数 法 时 ,有 
_ th (xt/2) 
/( t ) K1/2 
2 1+ 2⁄(5—17v+16⁄) th (xt/2) 
Q —v)(1— 2v)(5— 8) xt/2 
(14 - 155) 


在 使 用 三 待定 函数 法 时 ,有 


t sh (rt/2) 
/( 2 ) mD. kit/2 


sh (xczt/2) 
K2t/2 


+ GD; +G: D; 


d4- 156) 
式 中 ,各 参数 意义 可 分 别 参 见 14. 1. 7 $5 14.1.8 fr, 

当 试 样 厚度 足够 大 时 ,构件 将 处 于 完全 平面 应 变 状态 ,裂纹 扩 
展 阻 抗 应 力 强度 因子 不 再 随 着 裂纹 尺寸 的 增加 发 生变 化 ,而 是 表 
现 为 一 恒定 值 , 即 平面 应 变 断 裂 韧 度 K1c。 因 此 , 式 (14 -153) 应 
满足 如 下 极限 情况 : 

当 上 一 0 时 Kc 一 0， 7 — Th 

484 


第 14 章 材料 抗 断裂 性 能 厚度 效应 的 理论 研究 Ú 


当 上 一 co 时 Ke—> Kic, Kr 一 天 tc， 7>0 
通过 以 上 分 析 , (7) 可 采用 如 下 形式 表示 , 即 


nt) = (A+BYD[1 一 /()] (14 -157) 
式 中 ,A 和 B 为 与 试 样 厚度 i 无关 的 常数 。 


14.3.3 和 殊 纹 扩展 阻力 曲线 拟 合 


裂纹 扩展 阻力 曲线 的 拟 合 可 分 为 两 个 步 又 :第 一 步 ,根据 若干 
Ka— Aa 试验 数据 点 ,按照 式 (14 - 153) 拟 合 各 厚度 板 对 应 的 Kk 
方程 ,从 而 得 出 一 组 7 一 : 数据 ;第 二 步 ,通过 式 (14 - 157) 拟 合 第 
一 步 得 到 的 7~t 数据 ,从 而 获取 mC) 具体 的 数学 表达 式 。 

考虑 式 (14 - 153) ,如 果 对 应 厚度 下 的 Ke 已 通过 式 (14 - 
154) 求 出 ,那么 式 (14 - 153) 中 的 参数 就 只 有 m 和 7 是 未 知 的 。 
对 于 不 同 的 材料 和 板 厚 而 言 ,m 和 ”具有 不 同 的 值 ,它们 需要 通过 
试验 数据 拟 合 获得 。 但 就 工程 应 用 而 言 , 若 m 作为 一 个 固定 常数 
显然 具有 更 好 的 使 用 价值 。 更 为 重要 的 是 ,在 m 作为 固定 常数 倩 
况 下 拟 合 的 裂纹 扩展 阻力 曲线 仍然 能 符合 试验 结果 中 。 为 此 ， 
首先 分 别 拟 合 出 各 种 厚度 下 满足 拟 合 误差 p(m,7) 为 最 小 的 mm 
值 ;然后 求解 所 有 厚度 下 m 的 平均 值 ,并 作为 最 终 选 定 的 固定 常 
数 m; 最 后 在 此 选 定常 数 m 下 采用 最 小 二 乘 方法 分 别 拟 合 对 应 厚 
度 的 7。 以 下 讨论 具体 的 拟 合 过 程 。 

假定 式 (14 - 153) 中 m 为 已 知 常数 ,通过 最 小 二 乘 方法 拟 合 
7。 为 了 便于 拟 合 ,将 式 (14 - 153) 进 一 步 改写 为 如 下 形式 ， 


Kas = (1 + nAa)5 (14 - 158) 
式 中 
Kas 一 E (14 - 159) 


AH Ke 可 称 为 正则 阻抗 应 力 强度 因子 。 
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令 


pm, WD = D [Ki 一 (Kav)" = 
Diki — Q+ Aa)? (14-160) 
式 中 ,Kav 为 按照 式 (14 - 159) 计 算 的 试验 所 得 正则 阻抗 应 力 强度 
因子 值 ;Ki 为 通过 理论 公式 (14 - 158) 计 算 的 正则 阻抗 应 力 强度 
因子 值 ;p(m, 力 即 为 以 上 二 者 之 间 误 差 的 平方 和 ; N 为 试验 数据 
组 数 。 要 使 pbm，, 办 达到 极 小 ,只 需 将 式 (14 -160) 对 7 求 偏 微分 ， 
并 令 其 等 于 零 。 于 是 ,有 


N 
[Kz 一 (1+yAa)]Aa = 0 (14-161) 


i=l 


进一步 可 得 到 


N N 
> KgwAa; — D Aa, 
OO (14-162) 
D a)? 


必须 指出 ,在 上 述 公式 的 推导 过 程 中 ,假设 m 是 已 知 常数 , 随 着 m 
值 的 不 同 , 拟 合 所 得 到 的 7 值 也 是 不 同 的 , 拟 合 误差 pm, pK 
小 也 会 有 所 不 同 。 

将 式 (14 -162) 代 入 式 (14- 160), 可 知 


N N n 
N > Ky: Aa; 一 > Aa, 


(14 -- 163) 
这 样 , 拟 合 误差 w(m) 将 随 着 m 值 的 变化 而 改变 。 因 此 ,如 果 以 拟 
合 误 差 gCm) 最 小 为 优化 目标 ,对 m 值 进行 优化 ,就 可 以 得 到 使 拟 
合 误差 om ihh m È. 
RR LRH R R H Er 3664 ERER S m 值 后 ， 
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计算 出 它们 的 平均 值 , 并 把 该 平均 值 作为 最 终 选 定 的 材料 常数 m。 
在 m 值 已 知 的 情况 下 ,重复 上 述 拟 合 过 程 ,可 以 获取 对 应 厚度 下 
的 7 值 ,从 而 得 到 一 组 9~t 数据 。 


14.3.4 HARA 


下 面 按照 式 (14 - 157) 进 行 Xz) 曲线 的 拟 合 。 首 先 假定 K + 
引导 区 半径 rk 为 已 知 常数 , 设 
A.D Da wy Dfa (A+B4O[i-7[+)]) 
(14 -164) 
式 中 ,六 为 拟 合 Ke 曲线 所 得 到 的 值 ; 2° 为 通过 理论 公 
式 (14 -157) 计 算 所 得 到 的 值 ;Jy(A,B) 即 为 以 上 二 者 之 间 误 差 的 
平方 和 ;NN 为 试验 所 用 板 厚 的 个 数 。 要 使 %A,B) 为 极 小 ,只 需 将 
式 (14- 164) 分 别 对 A 与 B 求 偏 微分 ,并 令 其 等 于 零 。 于 是 ,有 如 
下 方程 组 : 


[的 


> z[ 1 一 5 全)] (14 -166) 
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aX- 4] +S i 7(5)] = 


Zaw [i-(z)] (14- 167) 
通过 求解 方程 组 式 (14 - 166) 与 式 (14 - 167) , 即 可 求 得 式 (14 - 
157) 中 的 A 与 B。 

进一步 ,选取 不 同 的 rx 值 分 别 进行 拟 合 ,把 拟 合 误 差 VA,B) 
作为 优化 目标 ,对 rk 进行 优化 ,最 终 优 化 所 得 到 的 rx 值 以 及 在 此 
rk 值 下 通过 最 小 二 乘 方 法 获得 的 A 与 B 即 为 所 求 。 


14.3.5 举 例 


以 TC4 铁合金 板材 和 LY12CZ 铝 合金 板材 “为 例 来 验证 
上 述 求 解 裂纹 扩展 阻力 曲线 的 方法 。 具体 的 试验 条 件 如 下 :试验 
环境 是 实验 室 空气 , 试 样 类 型 是 CL(T) ,取样 方向 为 L-T。 选用 
的 试 样 如 图 13-14 所 示 。 

1. 铝 合金 LY12CZ f 

参考 文献 [14. 1] 提 供 了 四 种 厚度 的 板 , 分 别 是 2 mm,4 mm, 
6 mm 和 10 mm。 下面 分 别 按照 式 (14 -157) 通 过 两 种 待定 函数 方 
法 来 拟 合 7 一: 曲线 。 针 对 每 一 种 方法 ,具体 采用 三 种 拟 合 方案 ， 
以 下 分 别 进行 讨论 。 

d) 双 待 定 函 数 法 

首先 根据 式 (14 - 157) 拟 合 裂纹 扩展 阻力 曲线 ,得 到 一 组 相关 
的 7~t 数 据 ,如 表 14 - 18 所 列 。 所 拟 合 的 裂纹 扩展 阻力 曲线 如 
图 14-13 所 示 。 
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表 14- 18 


RANGERER LY12CZ 
EER n fB (m=2. 769 08) 


5 2 25 
要 放 扩 展 量 6almm 


WEED mm 


Wuarñu.ama 
(OWN 36 mm 


> 


35 


如 


RIUS Gf B fr (MP: a") 


I 
«ld 

< 
20 
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Æ 14-13 LY12CZ 名 合金 双 待定 函数 法 拟 合 阻力 曲线 
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1) 三 点 直接 拟 合 方案 
拟 合 时 选用 2 mm,4 mm 和 10 mm 厚度 板 对 应 的 7 值 作为 拟 
全 数据 ,6 mm 厚度 板 作为 验证 厚度 。 拟 合 结果 如 图 14 -14 所 示 。 


n 试验 数据 
一 一 双 待定 函数 法 


# 3 n /mm 


0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 
试 样 厚 度 tmm 
图 14-14 LY12CZ 铝 合 金 习 曲线 (三 点 报 合 ) 
C7) 函数 具有 如 下 形式 : 


Ma) = (— 2. 649 24 + 2. 362 29vD [1 - (+) 


(14 -168) 
式 中 ,rk 二 0. 586 mm, 

根据 式 (14 -168) ,可 以 求解 出 t=6 mm 时 所 对 应 的 7 值 (7 二 
1.724 1) ,代入 式 (14-153) 即 可 得 到 裂纹 扩展 阻力 曲线 。 

图 14-15 显示 了 计算 所 得 :一 6 mm 厚度 板 所 对 应 的 阻力 
曲线 。 

2) 四 点 最 小 二 朵 拟 合 方案 

选用 全 部 四 种 试 样 厚度 进行 拟 合 。 拟 合 误差 如 表 14 - 19 所 
列 , 拟 合 结果 如 图 14- 16 所 示 。 
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图 14-15 LY12CZ 铝 合金 t=6 mm 计算 裂纹 扩展 阻力 曲线 (三 点 拟 合 ) 
表 14-19 LY12CZ 各 厚度 板 7 拟 合 误 头 (四 点 拟 合 ) 


7 的 计算 值 /mm-! 7 相对 误差 /( %》 
0.6124 0.004 


4.430 


8.510 
3.860 
7(t) 函数 具有 如 下 形式 : 
Mt) = (—2. 252 44 + 2. 072 17VD[1 z s(+)] 
4-169) 


式 中 ,rk 二 0.647 mm, 
各 厚度 板 对 应 的 计算 裂纹 扩展 阻力 曲线 如 图 14 - 17 所 示 。 
3) 分 段 曲 线 拟 合 方案 
针对 薄板 情况 ,采用 前 三 种 小 厚度 试 样 情况 下 的 了 值 进 行 拟 
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O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 2 
试 样 厚度 1/mm 


图 14-16 LY12CZ 铝 合金 9 曲线 (四 点 拟 合 ) 


合 ; 针 对 厚 板 情 况 , 在 与 薄板 使 用 相同 rk 的 情况 下 ,采用 后 两 种 大 
厚度 试 样 的 7 值 进 行 拟 合 , 拟 合 结果 见 表 14-20. 
$ 14-20 LY12CZ 采用 双 待 定 函数 法 时 的 拟 合 结果 


x/mm`! A/mm™' B/mm 2⁄2 


薄板 1 | 0.001 | 605.378 A, =—1 132. 23 Bı =902. 951 


605. 378 A:=—2 677.020 | B,=1 531. 290 


1) 8 AP E PS 32 KOR: 
m= +B D 1- /[+)] QO <t <) 
(14-170) 
t= (4: 十 BAD[1 一 7 于)] <: <o 


(14-171) 
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E 14-17 LY12CZ 铝 合 金 计 算 裂 纹 扩展 阻力 曲线 { 四 点 氢 合 ) 
式 中 ,t" =6 mm。7(t) 曲 线 如 图 14-18 所 示 。 

此 拟 合 方案 精确 满足 上 述 四 种 试 样 厚度 所 对 应 的 数据 ,因此 
无 须 进行 裂纹 扩展 阻力 曲线 验证 。 这 样 ,由 式 (14 - 157) 可 计算 任 
意 试 样 厚度 对 应 的 7 值 ,并 根据 式 (14 - 154) 计 算 该 厚度 对 应 的 
Kc 值 ,从 而 可 以 方便 地 给 出 一 组 计算 所 得 的 不 同 厚度 下 对 应 的 
裂纹 扩展 阻力 曲线 。 图 14 - 19 表示 薄板 情况 的 裂纹 扩展 阻力 曲 
线 族 ,mMt) 对 应 于 图 14-18 中 曲线 1; 图 14 - 20 表示 厚 板 情况 的 
裂纹 扩展 阻力 曲线 族 ,7(z) 对 应 于 图 14 - 18 中 曲线 2 。 

对 比 以 上 三 种 拟 合 方案 ,“ 三 点 直接 拟 合 ”的 结果 通过 试验 验 
证 基本 满足 工程 需要 ;“ 四 点 直接 拟 合 ” 所 得 阻力 曲线 完全 处 在 试 
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试 样 厚度 /mm 


图 14-18 LY12CZ 锅 合金 双 待定 函数 法 n h 


验 数据 带 内 ,可 以 较 好 地 应 用 于 工程 之 中 ;“ 分 段 曲线 拟 合 ” 则 完全 
符合 试验 结果 ,具有 较 高 的 精度 。 


全 
° 


D 
> 


阻抗 应 力 强 度 因子 KW/(MPa m”) 


6 8 10 12 14 16 
裂纹 扩展 量 Aa/mm 
图 14-19 LY12CZ 铝 合金 薄板 裂纹 扩展 阻力 曲线 族 ( 双 待定 画 数 法 } 
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图 14-20 LY12CZ 铝 合金 厚 板 裂纹 扩展 阻力 曲线 族 ( 双 待定 函数 法 ) 


(2) 三 待定 函数 法 
首先 根据 式 (14 -157) 拟 合 裂纹 扩展 阻力 曲线 ,得 到 一 组 相关 
的 wt 数据 ,如 表 14 - 21 所 列 。 拟 合 裂 纹 扩展 阻力 曲线 如 
图 14- 21 所 示 。 
8 4-2 采用 三 待定 函数 法 时 LY12CZ 
各 厚度 板 的 9 值 (m==2.769 05) 
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W 14-21 LY12CZ 8 6 £ = E 88% k Q 6 8 kk REJ he 

1) 三 点 直接 拟 合 方案 

拟 合 时 选用 2 mm,4 mm 和 10 mm 厚度 板 对 应 的 7 值 作为 拟 
合 数据 ,6 mm 厚度 作为 验证 厚度 。 拟 合 结果 如 图 14 - 22 所 示 。 

7(b 函 数 具 有 如 下 形式 ， 


W) = (—3. 225 86 + 2. 805 Dfi- £(+)] 


(14- 172) 
式 中 ,rr 一 0. 304 mm, 
根据 式 (14 -172) ,可 以 求解 出 上 一 6 mm 时 对 应 的 了 值 (7 一 
1.717 2) ,代入 式 (14 -153) 即 可 得 到 裂纹 扩展 阻力 曲线 。 
14 - 23 显示 了 计算 所 得 上 一 6 mm 厚度 所 对 应 的 裂纹 扩展 
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阻力 曲线 。 
2.0 


1.5 


0 5 10 15 20 
试 样 厚度 wmm 


图 14-22 LY12CZ 铝 合金 9 曲线 (三 点 拟 合 ) 


° 
° 


a 
ò 


> 
与 


20 


阻抗 应 力 强度 因子 KY/(MPa * m) 


0 2 4 12 14 16 


6 8 10 
裂纹 扩展 量 Aa/mm 
图 14-23 LY12CZ 铝 合金 t=6 mm 计算 裂纹 扩展 阻力 曲线 (三 点 拟 合 ) 
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2) 四 点 最 小 二 乘 拟 合 方案 
选用 所 有 四 种 试 样 厚 度 进行 拟 合 。 拟 合 误差 如 表 14 - 22 所 
列 , 拟 合 结果 如 图 14 — 24 所 示 。 
38 14-22 .LY12CZ 各 厚度 板 9 拟 合 误差 (四 点 拟 合 ) 


7 的 计算 值 /mm 了 相对 误差 /(%) 
0.6125 0.02 


1.3812 


1.646 1 


1.774 6 


10 15 20 
试 样 厚 度 Wmm 


图 14-24 ”LY12CZ 铝 合金 网 线 (四 点 拟 合 ) 
1O RRRA tm FE: 
TD = C 2. 727 71 十 2.435 [1 一 f( 去 )] 


(14 - 173) 
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式 中 ,rk 二 0. 342 mm, 
各 厚度 板 对 应 的 计算 裂纹 扩展 阻力 曲线 如 图 14 -25 所 示 。 
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W 14-25 LY12CZ 铝 合金 计算 裂纹 扩展 阻力 曲线 (四 点 拟 合 ) 


3) 分 段 曲 线 拟 合 方案 
针对 薄板 情况 ,采用 前 三 种 小 厚度 试 样 情况 下 的 了 值 进行 拟 
合 ; 针 对 厚 板 情况 ,在 与 薄板 使 用 相同 rk 的 情况 下 ,采用 后 两 种 试 
样 厚度 的 7 值 进行 拟 合 , 拟 合 结果 见 表 14-23. 
38 14-23 采用 三 待定 函数 法 时 LY12CZ 板 的 拟 合 结果 


1 


m/mm! | re/mm-! A/mm™' B/mm-3⁄2 


薄板 1 | 0.001 1400.47 | 566.204 | Ai=—689.051 | Bı=549. 663 


1 400. 47 566. 204 | Az= —1 630. 900 | Bz=932. 684 
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1 使 用 两 段 函 数 表 示 , 即 
h= a +B Dhi- /(2)] Q<: <) 
(14-174) 
s= +B D i - /(2)] E e< 


(14-175) 
式 中 ,t" =6 mm。7(t) 曲 线 如 图 14 - 26 所 示 。 


图 14-26  LY12CZ 铝 合金 三 待定 函数 法 99 曲线 


此 拟 合 方案 精确 满足 上 述 四 种 试验 厚度 情况 ,因此 无 须 进 行 
阻力 曲线 验证 。 这 样 , 由 式 (14 - 157) 可 计算 任意 试 样 厚度 对 应 的 
7 值 ,并 由 式 (14 - 154) 计 算 该 厚度 对 应 的 Kc 值 ,从 而 即 可 方便 地 
给 出 一 组 计算 所 得 不 同 厚度 下 对 应 的 裂纹 扩展 阻力 曲线 。 
图 14 -27 表 示 薄 板 情况 的 裂纹 扩展 阻力 曲线 族 ,7(t) 对 应 于 
图 14 -26 中 曲线 1; 图 14 ~ 28 表示 厚 板 情 况 的 裂纹 扩展 阻力 曲线 


族 ,7(2 对 应 于 图 14 - 26 中 曲线 2。 
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对 比 以 上 三 种 拟 合 方案 ,可 以 看 出 ,“ 三 点 直接 拟 合 ”通过 试验 
验证 基本 满足 工程 需要 ;“ 四 点 直接 拟 合 ”所 得 阻力 曲线 完全 处 在 
试验 数据 带 内 ,可 以 较 好 地 应 用 于 工程 之 中 ;“ 分 段 曲 线 拟 合 ” 则 完 
全 符合 试验 结果 ,具有 较 高 的 精度 。 

比较 三 待定 函数 法 与 双 待定 函数 法 的 计算 结果 ,可 以 发 现 二 
者 之 间 的 差别 较 小 ,因此 ,具体 应 用 时 可 以 考虑 选择 较为 简便 的 双 
待定 函数 法 。 

140 


SS 
° 


š 


° 
© 


阻抗 应 力 强 度 因子 Kw(MPa * m°) 


20 上 


0 2 4 6 8 10 12 14 16 
型 纹 扩展 量 Aa/mm 


图 14-27 LY12CZ 铝 合金 薄板 弄 纹 扩展 阻力 曲线 族 (三 待定 沙 数 法 ) 
2. 钛 合金 TC4 
参考 文献 [14. 1] 提 供 了 四 种 厚度 的 板 , 分 别 是 2 mm,5 mm, 
10 mm 和 15 mm。 下 面 分 别 按照 式 (14 - 157) 通 过 两 种 待定 函数 
方法 采用 分 段 拟 合 方案 来 拟 合 7~t 曲线 。 
(1) 双 待 定 函数 法 
首先 根据 式 (14 - 157) 拟 合 裂纹 扩展 阻力 曲线 ,得 到 一 组 相关 
的 7 一 :数据 ,如 表 14- 24 所 列 。 所 拟 合 的 裂纹 扩展 阻力 曲线 如 
14 - 29 所 示 。 
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阻抗 应 力 强度 因子 KW/(MPa * m') 


0 2 4 6 8 10 12 14 16 
裂纹 扩展 量 Aa/mm 


图 14-28 LY12CZ 铝 合金 摩 板 裂纹 扩展 阻力 曲线 族 (三 待定 函数 法 ) 


表 14-24 采用 双 待 定 函数 法 时 TC4 
各 厚度 板 的 ] 值 (m=2.029 16) 


针对 薄板 情况 ,采用 前 三 种 小 厚度 试 样 情况 下 的 7 值 进行 拟 
合 ;针对 厚 板 情况 ,在 与 薄板 使 用 相同 rx 的 情况 下 ,采用 后 两 种 大 
厚度 试 样 的 7 值 进行 拟 合 , 拟 合 结果 见 表 14- 25 。 
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用 技 应 力 强度 因子 KAMPs m) 


RAF RE Sama BUFAR Sann 
MEFS am OLLEET 


RR8 380807 AMP `a” 


marmasca= Weranaos 
(WN Ama (OWN Aisa 


图 14 -29 TC4 钛 合金 双 待定 西数 法 拟 合 异 纹 扩展 阻力 曲线 
表 14-25 TC4 采用 双 待定 函数 法 时 的 拟 合 结果 


rk/mm 


4.562 


7(z) 使 用 三 段 函数 表示 , 即 
p = (A +B D|- /(+)] QO <: <) 
4-176) 
* = +B D|- /(2)] (1 <: < 


(4-177) 
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T = 0 (ê < t < oo) (14 -178) 
AH, =10 mm,t* =17.8 mm, mn HATARA., p 适用 于 
中 等 厚度 板 情况 ,为 适用 于 厚 板 情况 ,此 时 板 完全 处 于 平面 应 变 
状态 。7(z) 曲 线 如 图 14 - 30 所 示 。 


a 试验 数据 
一 一 双 待 定 函数 法 


0.3 


0.0 


10 15 20 25 
试 样 厚度 tImm 


.图 14-30 TC4 钛 合金 双 待 定 函 数 法 n 曲线 


本 拟 合 策略 精确 满足 上 述 四 种 试验 厚度 ,因此 无 须 进 行 裂 纹 
扩展 阻力 曲线 验证 。 这 样 ,由 式 (14 - 157) 可 计算 任意 试 样 厚度 对 
应 的 7 值 ,由 式 (14 - 154) 可 计算 该 厚度 对 应 的 Kc 值 ,从 而 可 以 
方便 地 给 出 一 组 计算 所 得 不 同 厚度 下 对 应 的 裂纹 扩展 阻力 曲线 。 
14 - 31 表示 薄板 情况 的 裂纹 扩展 阻力 曲线 族 , 7(t) 对 应 于 
14 - 30 中 曲线 1; 图 14-32 表示 厚 板 情 况 的 裂纹 扩展 阻力 曲线 
族 ,7(t) 对 应 于 图 14 - 30 中 曲线 2, 

(2) 三 待定 函数 法 

首先 根据 式 (14 - 157) 拟 合 裂纹 扩展 阻力 曲线 ,得 到 一 组 相关 


的 7~t 数据 ,如 表 14 - 26 所 列 。 拟 合 裂纹 扩展 阻力 曲线 如 
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14 - 33 所 示 。 
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图 14-31 TC4 钛 合金 薄板 裂纹 扩展 阻力 曲线 族 ( 双 待 定 函数 法 ) 
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阻抗 应 力 强度 因子 KW/(MPa * m”) 
x 
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6 
裂纹 扩展 量 Aa/mm 


图 14-32 TC4 钛 合金 厚 板 弄 纹 扩展 阻力 曲线 族 ( 双 待定 函数 法 ) 
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表 14-26 采用 三 待定 函数 法 时 TC4 
各 厚度 板 的 9 值 (m= 二 2. 028 94) 
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Æ 14-33 TC4 钛 合金 三 待定 函数 法 拟 合 和 裂纹 扩展 阻力 曲线 
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针对 薄板 情况 ,采用 前 三 种 小 厚度 试 样 情况 下 的 7 值 进行 拟 
合 ; 针 对 厚 板 情 况 , 在 与 薄板 使 用 相同 rk 的 情况 下 ,采用 后 两 种 大 
厚度 试 样 的 7 值 进行 拟 合 , 拟 合 结果 见 表 14 - 27, 
表 14-27 采用 三 待定 函数 法 时 TC4 板 的 拟 合 结果 


A/mm-! B/mm 3⁄2 


Ai=1.2030 | Bi=0.037 5 


n 0O48F1= Et 3 ER: 
9 = (A, +B. D|- /(Z)] Oct) 


(14 -179) 

m= (A +B. D[i — f(+)] a <<) 
(14-180) 
m=0 (@<:<°o) (4-181) 


式 中 ,t* =10 mm, =17.82 mm, h AAFAA, y 适用 于 
HERRER m 适用 于 厚 板 情况 ,此 时 板 完全 处 于 平面 应 变 
状态 。7(z) 曲 线 如 图 14 - 34 所 示 。 

此 拟 合 方案 精确 满足 上 述 四 种 试验 厚度 ,因此 无 须 进行 裂纹 
扩展 阻力 曲线 验证 。 这 样 ,由 式 (14 - 157) 可 计算 出 任意 试 样 厚度 
对 应 的 7 值 ,并 由 式 (14 - 154) 计 算 该 厚度 对 应 的 Ke 值 ,从 而 可 
以 方便 地 给 出 一 组 计算 所 得 不 同 厚度 下 对 应 的 裂纹 扩展 阻力 曲 
线 。 图 14 - 35 表示 薄板 情况 的 裂纹 扩展 阻力 曲线 族 ,7(z) 对 应 于 
图 14-34 中 曲线 1; 图 14 -36 表示 厚 板 情况 的 裂纹 扩展 阻力 曲线 
族 ,w(t) 对 应 于 图 14 - 34 中 曲线 2, 
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0 5 10 15 20 25 
试 样 厚度 1/mm 


图 14 -34 TC4 钛 合金 三 待定 函数 法 n 曲线 


阻抗 应 力 强度 因子 KJ(MPa * m^) 


图 14-35 TC4 钛 合金 薄板 裂纹 扩展 阻力 曲线 族 (三 待定 函数 法 ) 
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图 14-36 TC4 钛 合金 厚 板 裂纹 扩展 阻力 曲线 族 (三 待定 函数 法 ) 


14.3.6 结 论 


本 节 在 理论 上 对 于 裂纹 扩展 阻力 曲线 与 试 样 厚度 的 关系 进行 
了 研究 ,采用 双 待 定 函 数 法 和 三 待定 函数 法 分 别 计算 两 种 试验 材 
料 的 裂纹 扩展 阻力 曲线 ,取得 了 令 人 满意 的 计算 结果 。 另 一 方面 ， 
通过 本 节 的 研究 工作 也 对 前 面 所 述 的 厚度 效应 理论 进行 了 更 为 广 
泛 的 验证 。 
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基于 损伤 力学 的 疲劳 裂纹 


形成 与 扩展 的 统一 研究 


15.1 损伤 演化 方程 ,损伤 演化 参量 与 
初始 损伤 效应 


15.1.1 5) Z 


材料 抗 断裂 性 能 有 三 个 指标 : AE R T” REH JJ Hi #k 5 
疲劳 裂纹 扩展 速率 。 前 两 个 指标 是 针对 单调 加 载 的 ,后 一 个 指标 
是 针对 重复 加 载 的 。 本 章 即 进行 有 关 第 三 个 性 能 指标 问题 的 
研究 。 

从 现代 损伤 力学 观点 看 ,疲劳 裂纹 形成 与 扩展 无 非 是 损伤 演 
化 过 程 的 两 个 阶段 。 因 此 , 原 属 疲劳 理论 范畴 的 疲劳 裂纹 形成 问 
题 与 原 属 断裂 力学 范畴 的 疲劳 裂纹 扩展 问题 的 研究 就 可 以 纳入 损 
伤 力学 的 理论 框架 之 内 。 

损伤 力学 与 固体 力学 已 有 其 他 分 支 不 同 之 处 在 于 除去 引入 位 
移 、 应 变 与 应 力 场 量 外 ,还 需 引 入 损伤 场 量 。 损 伤 有 各 向 同性 和 各 
向 异性 之 分 。 对 初始 各 向 同性 材料 而 言 ,在 许多 情况 下 ,损伤 度 可 
以 视 为 各 向 同性 的 ,并 以 DRR. D 反映 在 重复 加 载 过 程 中 材料 
刚度 EE 降低 的 比例 。 因 此 ,D 必然 存在 于 本 构 关系 中 。 另 外 ,由 
于 损伤 场 量 的 出 现 , 还 需 引 入 新 一 类 支配 方程 , 即 损伤 演化 方程 。 
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15.1.2 含 损伤 材料 本 构 关系 


对 于 无 损伤 线 弹性 材料 ,其 应 变 可 通过 应 力 表示 如 下 : 
€; = Cinan a5-1) 
式 中 ,Ciw 为 无 损 情况 下 线 弹 性 材料 的 柔 度 张 量 。 对 各 向 同性 材 
料 , 有 


Ciu =— Edu + (E) Oð +a) (15-2) 


h, E 为 材料 的 杨 氏 弹性 模 量 ;v 为 材料 的 泊 松 比 ,6; 为 克 罗 内 
克 符 号 ,其 含义 为 


aal TaN (15-3) 
0 Gi j) 
利用 应 变 等 价 原理 (strain equivalence principle)! ,可 以 获 
得 材料 有 损伤 时 的 应 变 分 量 如 下 : 
ais PCs, a5-4) 
式 中 ,D 为 材料 的 损伤 度 , 反 映 材料 的 刚度 下 降 比 例 , 其 变化 范围 
是 [0,1]。 
对 于 等 温 过 程 , 比 自由 能 即 比 应 变 能 ,可 表示 为 
g= pe (15 -5) 
式 中 ,2 为 材料 的 质量 密度 。 
将 式 (15 -4) 代 入 式 (15 -5), 有 
g= es (15-6) 
若 定义 损伤 驱动 力 
=- (15-7) 


将 式 (15 - 6) 代 入 式 (15 - 7), 则 可 得 以 应 力 表 示 的 损伤 驱动 力 如 下 : 
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1 i 
2 (1— D> 


2 


1 1 f 
Cauauai = s > Dy Co 0 


Y 
(15- 8) 

RP, s=0/0P = a, / ot? 为 比例 变 载 中 的 广义 应 力 , 它 是 时 间 的 
周期 函数 ,如 图 15 -1 的 (a) 与 (b) 所 示 ; 而 o 史 与 c 风 则 为 与 时 间 
无 关 的 *=1 时 的 应 力 分 量 。 在 图 15 -1 的 (a) 与 (b) 中 ,sw 5 s, 
分 别 表示 一 个 加 载 周期 中 s 的 最 大 与 最 小 值 。 与 图 15- 1 的 (a) 
和 (b) 中 所 示 广 义 应 力 s 的 周期 变化 相对 应 的 损伤 驱动 力 Y 的 周 
期 变化 分 别 示 于 图 15 - 1 的 (c) 与 (d), 其 中 ,Yw 5 Y, 分 别 对 应 


(a) 广义 应 力 s 的 周期 变化 (s。>0) (b》 广 义 应 力 s 的 周期 变化 (s。<0) 


o 
t 
(c) 3163253 Y85838 4k(s.>0) Cd) 损伤 驱动 力 Y7 的 周期 变化 (s。<0) 
图 15-1 广义 应 力 与 损伤 驱动 力 的 周期 变化 
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着 su 与 ss。 由 式 (15 -8), 显 而 易 见 ,无 论 s 为 正 或 是 为 负 , Y 总 
是 取 正 值 。 

为 了 反映 重复 加 载 的 特点 ,引入 循环 特征 Ry 如 下 。 

(1) 在 s,>0 的 情况 下 


Ry = `= 一 |< (5-9) 
(2) 在 s, <0 的 情况 下 


= s= [Ya z 
Ry = sZ Yu (15 - 10) 


定义 Yo 为 反映 循环 特性 的 当量 损伤 驱动 力 。 其 表达 式 如 下 : 

Ya = (1— Ry)Y (15 -11) 

式 中 ,9 为 材料 常数 ;Y。 为 与 非 脉动 循环 (Ry 天 0) 损 伤 驱 动力 Y 等 
效 的 脉动 循环 (Ry 二 0) 损 伤 驱 动力 。 


15.1.3 损伤 演化 方程 


一 个 加 载 循环 内 的 损伤 增 量 即 损伤 演化 率 可 采用 如 下 形式 


表示 505 ” 
iv ppmx (Yetu  Y6F1) 一 max (Yh YR? )] 
aN z £ I [max (Yam YR ) 十 max (Yh Y8r1) — 2Y J 


(15-12) 
式 中 ,a 和 pp 是 损伤 参数 , 且 
Yam = (1 一 Rr)?Yw 
Yam = (1 一 Rr)"Y。 
在 单 轴 加 载 情况 下 ,损伤 驱动 力 为 
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1 上 AO 
Yu = 3 0DF E 
(15 -13) 
E P os 
"2 = D E 
HEKRA 14848 Y. 8 in FE KÇ: 
_l1 1 å : 
Ya = +T È (15 -14) 
式 中 ,oa 为 相应 的 应 力 门 槛 值 。 
通过 式 (15 - 13) ,循环 特征 参数 R 可 被 表示 为 
Xa aa 
Ye u a, (Omin > 0) 
R = F a5-15) 
m 一 fm 
NESE (m <0) 


可 以 看 出 ,在 单 向 加 载 时 ,Ry 等 于 应 力 比 R。 
将 式 (15 -13) 代 入 式 (15 - 11), 可 得 单 轴 加 载 下 的 当量 损伤 
驱动 力 


Yau = (RY = (=R: l a 


Yam = (1 —Ry5YY,, 


a5-16) 
考虑 单 轴 加 载 时 损伤 驱动 力 门槛 值 大 于 最 小 当量 损伤 驱动 力 
的 一 般 情 形 , 即 Yw 之 Yo, 式 (15 - 12) 转 化 为 


aD pH 四 
IN 7 SFI = Ya (15-17) 


将 式 (15 -14) 与 式 (15 - 16) 代 入 式 (15 - 17), 可 得 单 轴 加 载 
下 的 损伤 演化 方程 为 


1y 
IN ESO mt R) get? — i ° J] 


(15-18) 
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应 当 指 出 ,Ys 与 ca 分 别 表示 脉动 循环 下 损伤 驱动 力 与 应 力 的 门 
槛 值 。 


15.1.4 理论 疲劳 曲线 


应 力 门槛 值 可 以 表示 为 如 下 形式 : 
ou = Ow (1 — D) {15-19 
式 中 ,cuo 为 无 初始 损伤 情况 对 应 的 应 力 门槛 值 ;8 为 材料 的 损伤 
参数 。 


假设 试 件 的 初始 损 衔 为 D ,在 [D。,1] 上 积分 式 (15 - 18) ,有 


[| apa = 54 (A) [a — yerba IN 
n PTIUE iat — SED 


(15 -20) 
式 中 ,Ni 为 试 件 从 初始 损伤 D, 到 完全 损伤 情形 所 需 的 循环 次 数 。 
对 于 无 应 力 集中 的 试 件 , 在 脉动 循环 情况 下 , 整理 

式 (15 -20), 有 


(oe? — op Ni = K (15 -21) 
RP 
K E cemar Di (15 -22) 
进一步 ,相应 的 理论 中 值 疲劳 曲线 可 以 采用 下 式 来 表示 , 即 
RR? — kk) Nm = Kn (15 -23) 
式 中 
K. L5 CEPS USDA ds-24) 
aum = Om (1 — Dom)” (15 -25) 
式 中 ,ou 为 中 值 疫 劳 曲 线 对 应 的 应 力 门槛 值 ; Du。 为 中 值 疲劳 曲 
线 对 应 的 初始 损伤 大 小 。 


当 Do =0 时 ,ow 等 于 无 初始 损伤 情况 所 对 应 的 应 力 门 槛 什 
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cuo，, 此 时 疲劳 曲线 为 理论 理想 疲劳 曲线 ,其 表达 式 为 


(sk 一 oa 的 2 ) No = Ko (15 ~ 26) 
式 中 
1 
K, = £t, D” (15-27) 


15.1.5 ”损伤 参数 确定 


下 面 讨论 上 述 公式 中 相关 参数 的 确定 。 
首先 ,通过 中 值 疲劳 曲线 确定 参数 。 根 据 一 组 中 值 疲劳 试验 
数据 (co Neo) ,通过 式 (15 - 23) 利 用 最 小 二 乘 方 法 可 拟 合 损伤 
参数 p 和 K。 的 值 。 
对 式 (15 - 23) 等 号 两 边 分 别 取 对 数 , 有 
log Km = log (2⁄2 一 oR) + log Nm (15 - 28) 
即 


log Nim =— log (G — o) + log Km (15- 29) 
令 


pKa) = 2; clog Na — log Nii)? = 


Pllog Nimi + log (G — sis) — log Km Jš 


(15-30) 

假定 参数 p 是 一 个 确定 的 常数 , 则 可 通过 以 下 最 小 二 乘法 得 

到 参数 Kn 的 值 。 将 log K. 视 为 可 调节 的 变量 , 则 ç 的 极 小 值 条 
件 为 


一 2 [log Nk + log (ot — o ) — log Ka) = 0 
i=l 


(15-31) 
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即 
log K,, = +)[log Ni + log (222 — otg?) ] 
i=l 


(15-32) 
必须 指出 ,在 上 述 公 式 的 推导 过 程 中 ,假设 p 是 已 知 常数 , 随 着 p 
值 的 不 同 , 拟 合 所 得 到 的 K。 值 是 不 同 的 , 拟 合 误差 p, Ka) hI 
大 小 也 会 有 所 不 同 。 

将 式 (15 - 32) 代 入 式 (15 - 30) ,可 知 


9(p) = J) | log No + log (otti? — R?) — 


i=l 


1 ç aii E a 2 ? 
+ D [log No + log (t? — oig ]) 


(15 - 33) 
这 样 , 拟 合 误差 p(p) 将 随 着 p 值 的 变化 而 改变 。 因 此 ,如 果 以 拟 
合 误差 p(p) 最 小 为 优化 目标 ,对 p 值 进行 优化 ,就 可 以 得 到 使 拟 
合 误差 p(p) 最 小 的 bp 值 。 
其 次 , 若 疲劳 试验 数据 中 距 中 值 疲劳 曲线 的 最 远 点 为 (css， 
Ni ) ,并 假定 此 点 对 应 于 D, 二 0, 故 由 式 (15 - 26) 可 得 


Clom)? — ot JING = K, (15-34) 
由 式 (15 - 24) 和 式 (15 -27) ,可 知 
K, _ 
K, = G D. P (15-35) 
由 式 (15 - 25) ,可 得 
ou = —— = — (15-36) 


(TD) 
将 式 (15 - 35) 和 式 (15 -36) 代 入 式 (15 - 34) ,有 
2p+2 
» 2pt2 _ ihm E Km 
(Coin) [ai] | Ni = U D... 
(15-37) 
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整理 得 
(aD 1 — Don)?” — ita — D.) — Ka 
s w ; x Ke 
(15 -38) 


通过 以 上 计算 过 程 , 在 给 定 调 节 参 数 8 的 情况 下 , 式 (15 - 38) 
中 只 有 参数 Don 是 未 知 的 。 求 解 式 (15 - 38), 可 以 得 到 对 应 中 值 
疲劳 曲线 的 初始 损伤 Du。 。 进 一 步 将 Don ERARAS - 35) 和 
式 (15 - 36) ,可 以 确定 Ko fill cuo 。 

最 后 ,根据 式 (15 - 27) ,可 知 


1 
a= Em. ep” (15 -39) 


将 p 和 K。 代入 式 (15 - 39), 可 得 到 损伤 演化 参量 a, 
15.1.6 算 例 


参考 文献 [15. 3] 给 出 了 铝 合金 板材 LY12C2 的 疲劳 性 能 数 
据 , 以 K,=1,R=0. 02 时 的 试验 数据 为 例 验 证 上 述 方法 。 
根据 参考 文献 [15. 3] 中 提供 的 试验 数据 得 知 ,LY12CZ 板材 
的 中 值 疲劳 曲线 所 对 应 的 应 力 门槛 值 ow, 二 127 MPa, 距 中 值 疲劳 
曲线 最 远 点 的 坐标 选 为 (186,800 000), 取 B=0.5。 
首先 , 根据 所 提供 的 试验 数据 点 , 利用 式 (15 - 28) 至 
式 (15 - 33), 通 过 最 小 二 乘 方法 拟 合 参数 p fü K nM 
p =—0.0544, K,, = 3.428 9 x 10° 
其 次 ,将 距 中 值 疲劳 曲线 最 远 点 的 坐标 值 代入 式 (15 - 38) 可 
解 出 Dom» BI 
Don = 0.145 9 
通过 式 (15 - 35) 和 式 (15 - 36), 可 以 求 得 
K, = 5.409 8 X 10° 
ou = 148. 695 5 MPa 
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最 后 ,将 K, 值 代入 式 (15 - 39) ,得 到 损伤 演化 参量 a, 即 
a 一 4.460 5X10- 
对 于 损伤 演化 方程 (15 - 18) 而 言 ,通过 上 述 方法 有 关 参 数 均 
可 求 得 。 


15.1.7 初始 损伤 分 布 与 概率 疲劳 曲线 


由 式 (15 - 19) . 式 (15 - 21) 与 式 (15- 22) 可 以 看 出 , 试 件 的 疲 
劳 裂纹 形成 寿命 与 初始 损伤 有 关 。 众 所 周知 ,疲劳 裂纹 形成 寿命 
实验 数据 具有 很 大 的 分 散 性 。 可 以 假定 ,疲劳 寿命 的 分 散 性 是 由 
初始 损伤 的 随机 性 造成 的 。 这 也 就 是 说 ,可 以 根据 以 上 三 式 将 疲 
劳 裂 纹 形成 寿命 看 作 是 初始 损伤 度 这 一 随机 变量 的 确定 函数 , 即 
将 疲劳 寿命 的 随机 性 纳入 损伤 力学 的 理论 框架 中 进行 研究 。 
下 面 引 入 初始 损伤 的 概率 分 布 函 数 。 若 D。 为 随机 变量 , 则 
其 变化 区 间 为 [0,1], 而 在 概率 论 中 常用 随机 变量 q 的 区 间 为 
[0,co] 或 [一 co,co] ,为 此 进行 如 下 变量 置换 。 令 
q =—Ig (1 — D.) (15 -40) 
则 以 上 要 求 可 以 得 到 满足 
D = 0, q= 0 
D = 1, q = oo } 
失效 概率 下 与 存活 概率 G 可 以 视 为 具有 如 下 形式 : 
F(q) = e“ 
G(g) =1—e” } 


(15 -41) 


(15 - 42) 


此 时 


q=0, F=1, G=0 
m (15 -43) 


q=%, F=0 G 
F,G 5 q 的 关系 如 图 15 -2 所 示 。 
针对 式 (15 -42) 中 的 失效 概率 下 ,有 

. je (15 一 44) 
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图 15 -2 失效 概率 存活 概率 与 随机 变量 q 的 变化 关系 


Bl lg 下 与 q 成 线性 关系 。 
比较 式 (15 - 22) 与 式 (15 - 27) ,有 
K = K,(1— D.) (15 -45) 
将 式 (15 - 19) 与 式 (15 -45) 代 入 式 (15 - 21) ,可 得 
[ata — gt (1 — Di) tD JN, = K, — D)?” 
(15 -46) 
在 已 知 参 数 B, p,K。 和 co 的 情况 下 ,给 定 一 个 Du, 即 可 由 
式 (15 - 46) 得 到 一 条 相应 的 疲劳 曲线 ,利用 疲劳 实验 数据 可 获知 
其 对 应 的 失效 概率 下 ,然后 由 式 (15 - 40) 求 出 相应 的 g 值 。 这 样 ， 
通过 给 定 不 同 的 D,, BB n # (8 — B F —q 值 。 最 后 ,根据 
式 (15 - 44) 并 采用 最 小 二 乘 方法 拟 合 得 到 该 式 中 的 < 值 。 
将 式 (15 - 40) 代 入 式 (15 - 44) ,并 整理 可 得 
F = (1— D)“ (15 - 47) 
通过 式 (15 -47), 可 以 计算 对 应 于 每 一 个 初始 损伤 D. 的 疲劳 曲 
线 的 失效 概率 。 下 面 以 LY12CZ 为 例 ,根据 式 (15 -47), 可 将 以 初 
始 损伤 为 参数 的 疲劳 曲线 式 (15 - 46) 改 写 为 以 失效 概率 为 参数 的 
疲劳 曲线 。 
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根据 15. 1. 6 节 计 算得 到 的 LY12CZ 的 参数 值 ,可 以 极为 方 
便 地 获得 铝 合 金 板材 与 初始 损伤 相对 应 的 失效 概率 ,从 而 可 拟 合 
得 到 对 应 的 «二 10. 530 2。 根 据 式 (15 - 47) ,计算 对 应 初始 损伤 的 
失效 概率 ,结果 如 表 15-1 所 列 。 
表 15-1 初始 损伤 对 应 的 计算 失效 概率 


存活 个 数 | 计算 失效 概率 F(p)/(%) 


0 
10 10 10 


10° 
循环 次 数 N 次 


图 15-3 由 初始 损伤 确定 的 概率 疲劳 曲线 族 
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15.1.8 结 论 


本 节 通 过 损伤 力学 方法 ,在 无 应 力 集中 的 条 件 下 ,根据 损伤 演 
化 方程 ,获得 计 及 初始 损伤 的 理论 疲劳 曲线 。 进 一 步 通 过 相应 的 
理论 中 值 疲劳 曲线 以 及 理论 理想 疲劳 曲线 ,根据 有 限 的 试验 数据 
即 可 确定 理论 疲劳 曲线 中 的 参量 ,从 而 获取 疲劳 曲线 计算 公式 。 
根据 计算 公式 ,可 以 方便 地 得 到 一 组 以 初始 损伤 为 参数 的 疲劳 曲 
线 族 ,并 由 此 得 到 以 失效 概率 为 参数 的 疲劳 曲线 族 , 从 而 ,大 大 降 
低 所 需 的 试验 数据 ,并 为 结构 抗 疲劳 设计 和 寿命 估算 提供 必要 的 
基础 。 


15.2 裂纹 形成 与 扩展 分 析 的 损伤 力学 方法 


15.2.1 引 言 


在 疲劳 分 析 中 ,一般 来 说 ,构件 的 疲劳 失效 过 程 可 以 分 为 裂纹 
形成 与 裂纹 扩展 两 个 阶段 。 对 于 裂纹 形成 阶段 ,目前 的 分 析 方 法 
主要 建立 在 试验 与 统计 相 结合 的 基础 上 "”“ "* ;对 于 裂纹 扩展 
阶段 , 则 采用 断裂 力学 的 方法 ,通过 试验 ,建立 由 应 力 强度 因子 或 
守恒 积分 控制 的 各 种 类 型 的 裂纹 扩展 速率 经 验 公式 来 进行 分 
析 "*”"…* 9。 因此 ,在 现行 的 疲劳 分 析 框 架 中 ,不 论 是 在 建 模 上 还 
是 在 采集 试验 数据 上 , 均 将 裂纹 形成 与 裂纹 扩展 作为 两 个 彼此 独 
立 的 过 程 分 别 进 行 处 理 。 实 质 上 ,从 损伤 力学 的 观点 出 发 ,两 者 同 
属于 一 个 连续 的 疫 劳 失效 过 程 "*…*。 

本 节 力 图 通过 损伤 力学 的 方法 , 把 疲劳 失效 的 两 个 阶段 有 机 


523 


Q 断裂 与 损伤 力学 


结合 在 一 起 。 首 先 , 使 用 裂纹 形成 阶段 的 S—N 曲线 , 拟 合 损伤 
演化 方程 中 的 材质 参量 ;然后 ,利用 损伤 力学 一 一 有 限 元 法 绘制 裂 
纹 扩展 阶段 < 一 N 曲线 ;最 后 ,与 断裂 力学 所 得 结果 作 比 较 , 证 明 
本 方法 的 可 行 性 。 


15.2.2 疲劳 损伤 耦合 理论 


疲劳 损伤 耦合 理论 包含 如 下 的 基本 方程 。 
1. 平衡 方程 
小 变形 情况 下 ,应 力 与 体力 的 关系 为 


— +B, = 0 d5- 48) 


式 中 ,0 为 应 力 分 量 的 变 程 ;B, 为 体力 分 量 的 变 程 。 
2， 几 何方 程 
小 变形 情况 下 ,位 移 与 应 变 的 关系 为 
s =+) (15-49) 
式 中 ,wu 为 位 移 分 量 的 变 程 ;sj 为 应 变 分 量 的 变 程 。 
3， 本 构 关系 
含 损伤 材料 的 应 力 与 应 变 关系 为 
ay = Sw = Des a5-50) 
式 中 ,Siw 为 弹性 常数 ;D 为 损伤 度 , 金 属 材料 的 损伤 度 可 以 看 作 
是 一 个 标量 , 取 值 范围 为 [0,1j。 
4. 损伤 演化 方程 
引入 等 效应 力 


s. = |$ siss (15- 51) 


式 中 ,s; 是 应 力 偏 量 分 量 , 其 值 为 
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s = o; -18,80 (15 -52) 


根据 式 (15 -18) 与 式 (15 - 19 ,在 脉动 循环 情况 下 ,损伤 演化 
方程 具有 如 下 形式 : 


1 2p+2 T 
器 = (让 (o) Leg CD) 


(15 -53) 
RE, N 为 应 力 循环 次 数 ;ow 为 材料 受到 最 大 载荷 时 对 应 的 等 效 
应 力 ;oiw 是 无 初始 损伤 情况 对 应 的 应 力 门槛 值 ;E 为 材料 的 杨 氏 
弹性 模 量 ;8,c 和 pp 是 材料 的 损伤 力学 参数 ,可 由 材料 的 疲劳 性 能 
曲线 确定 。 
5. 边界 条 件 
静 力 的 边界 条 件 为 
ol; = p. ŒS, 上) (15 -54) 
式 中 ,zp; 为 静 力 边界 S。 上 给 定 面 力 分 量 的 变 程 ;i; 为 静 力 边界 外 
法 线 方向 余弦 。 
位 移 的 边界 条 件 为 
u; = u; Œ S, 上 ) (15 -55) 
RP u 是 位 移 边 界 S, 上 给 定位 移 分 量 的 变 程 (为 简便 起 见 , 以 
下 诸 节 中 各 力学 量 的 “ 变 程 ”二 字 予 以 省 略 ) 。 


15.2.3 损伤 力学 一 一 有 限 元 法 


在 应 用 损伤 力学 方法 解决 疲劳 裂纹 扩展 问题 时 ,必然 要 涉及 
到 两 方面 的 问题 :其 一 ,在 损伤 场 已 知 的 情况 下 ,构件 应 力 场 、 位 移 
场 和 应 变 场 的 分 析 ; 其 二 ,在 应 力 场 与 损伤 场 已 知 的 情况 下 ,损伤 
演化 场 的 分 析 与 裂纹 扩展 寿命 的 预 估 。 下 面 对 这 两 方面 内 容 分 别 
进行 盖 述 ,并 推导 出 相应 的 有 限 元 算法 。 
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1. 给 定 损伤 场 时 应 力 分 析 的 原理 
将 式 (15 - 50) 展 开 , 有 
O; = Saueu — DS swenw (15 -56) 
假设 无 损伤 时 体 元 应 力 为 oy, BD o = Sasa, E o? = 
一 DSswewn , 则 式 (15 - 56) 可 改写 为 


a; = a° + oD (15-57) 
将 式 (15 - 57) 代 入 平衡 方程 式 (15 -48), 有 
262 B+B? 一 0 (15-58) 
Əz; 
式 中 ,B? 为 由 于 损伤 引起 的 附加 体力 ,其 表达 式 为 
BP = e (15— 59) 
将 式 (15 - 57) 代 人 静 力 边界 条 件 式 (15 - 54) ,有 
oli =b +b ŒS, E) (15- 60) 
式 中 ,p? 为 由 于 损伤 引起 的 附加 面 力 ,其 表达 式 为 
p? =— ol, (15-61) 


式 (15 -58) 与 式 (15 - 60) 表 明 , 对 于 给 定 损伤 场 的 应 力 分 析 
问题 ,可 以 通过 引入 附加 体力 与 附加 面 力 ,将 问题 转化 为 无 损伤 的 
情况 加 以 解决 。 

2， 给 定 损伤 场 时 应 力 分 析 的 附加 载荷 有 限 元 法 

根据 上 述 给 定 损伤 场 的 应 力 分 析 原 理 , 给 出 其 相应 的 有 限 元 
解法 一 一 附加 载荷 有 限 元 法 。 

No n sss 变 表示 为 


e} = [B]{8.} a5- 62) 
式 中 ,{e}) 是 单元 应 Wy {6.} 是 单元 节点 位 移 列 阵 ;LBj] 是 单元 
几何 矩阵 。 
单元 应 力 可 通过 本 构 关系 式 (15 - 
ta} = [E]LB](6.) 十 {c)2 (15-63) 


式 中 ,1c)} 为 单元 应 力 列 阵 ;[E] 为 材料 的 弹性 矩阵 ;{a}” 为 由 损伤 
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引起 的 单元 附加 应 力 列 阵 , 即 

{o}? = 一 D.[E][B]{5.》 (15 -64) 
式 中 ,D. 为 单元 的 损伤 度 。 

利用 虚 功 原理 ,单元 节点 力 可 表示 为 

(fa = [K.i — ( f.) (15 - 65) 
RP SAET sa JJ A EE ; [ K , J 28 58 3 BJ 2XG 351 45 A FE RI) E SE 
阵 。 对 于 损伤 力学 分 析 中 所 采用 的 常 应变 元 ,[K.] 的 表达 式 为 

[K.] = V.[BJ'LEJLB]J (15 - 66) 
式 中 ,V. 为 单元 体积 。{ f.}? 为 由 损伤 引起 的 单元 附加 节点 力 列 
阵 , 即 


(fay = D.LK.1{6.} (15 -67) 
令 {9) 为 总 体位 移 列 阵 , 则 通过 位 移 协调 条 件 可 以 建立 单元 位 

移 列 阵 与 总 体位 移 列 阵 的 关系 ， 
{6.} = [A,J(6) (15 - 68) 


式 中 ,[A,] 为 协调 矩阵 ， 
进一步 ,根据 虚 功 原理 可 以 得 出 总 体外 力 的 表达 式 
(f) = [K](ë) — ( f)” (15 ~ 69) 
式 中 ,{ 了 有 }) 为 总 体外 力 列 阵 ;[K] 为 总 体 无 损伤 弹性 刚度 矩阵 ,其 表 
达 式 为 
[K] = DCA.TCK.JCA.] (15 -70) 
( f)” 表示 由 损伤 引起 的 总 体 附加 外 力 列 阵 , 即 
{f}? = (DID.LATLK.ILA.D tó) (15-71) 
整理 式 (15 - 69) ,有 
EKKS = {f}+{f}°? 45-72) 
由 此 可 见 , 给 定 损伤 场 的 位 移 分 析 问 题 , 在 引入 附加 外 力 列 阵 
(f) 后 ,可 以 转化 为 无 损伤 的 位 移 分 析 问 题 。 
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3. 给 定 损伤 场 与 应 力 场 时 的 损伤 演化 分 析 以 及 裂纹 形成 与 
扩展 寿命 预 估 

假设 临界 单元 e, 的 损伤 度 及 其 增长 量 分 别 用 De;) 与 AD(e;) 
表示 , 某 单元 z 的 损伤 度 及 其 增长 量 分 别 用 DC(x) 与 AD(z) 表 示 ， 
则 根据 式 (15 - 53) ,有 


AD(z) =ADCe)|[ 


pe] S 
1— D(z) 


| dy (x)? — og [1 z: Dz) J°°: 5S+D(2p+2) 
MD rr) 


(15 -73) 
z (B) 视 为 单元 i 的 绝对 损伤 演化 率 ,那么 (SR) / 


(1 一 DD;) 就 是 单元 i 的 相对 损伤 演化 率 。 在 一 个 损伤 场 中 ,如 果菜 
个 单元 的 相对 损伤 演化 率 较 其 他 所 有 单元 的 相应 值 都 要 大 ,那么 
该 单元 必然 损伤 演化 最 快 ,此 单元 即 为 临界 单元 。 因 此 ,临界 单元 
的 判别 准则 可 表示 为 


ma ax[( (R) /a-2»] a5 -74) 

式 中 ,n 为 构件 划分 的 单元 个 数 。 
对 于 临界 单元 损伤 度 的 每 一 次 增长 ,所 需要 的 相应 载荷 循环 

次 数 可 通过 式 (15 - 53) 计 算 , 即 


AN anf (zal (E) (p) š 


[or — g (1 — pyesa (15 - 75) 


在 预 估 疲 劳 裂纹 扩展 寿命 时 ,往往 要 从 裂纹 形成 开始 计算 ,以 
便 获 得 构件 完整 的 损伤 场 。 
假设 所 需 计算 的 损伤 单元 个 数 为 m, 构 件 划分 的 单元 个 数 为 “ 
n。 在 算法 中 所 使 用 符号 的 具体 含义 说 明 如 下 : 
O 带 括号 的 上 标 表 示 损 伤 演化 序列 ,如 AD: (e, ) 中 的 (1) 表 
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示 第 一 个 临界 单元 的 损伤 演化 ,上 标 (m) 则 表示 第 m 个 临界 单元 
的 损伤 演化 ; 

@ 不 带 括号 的 下 标 则 为 在 一 个 临界 单元 的 损伤 演化 过 程 中 
损伤 步 长 的 编号 ; 

@ 右边 括号 表示 构件 的 单元 序列 。 

下 面 给 出 具体 的 算法 。 

第 1 步 应 用 附加 载荷 有 限 元 法 ,对 于 具有 初始 损伤 的 构件 ， 
分 析 相应 的 位 移 场 .应变 场 和 应 力 场 ,分 别 以 u ,ey M ol OUR, 
根据 判别 准则 式 (15 ~ 74), 确 定 临 界 单元 , 记 为 e 。 

第 2 步 ”确定 临界 单元 损伤 度 的 增长 量 步 长 AD Ce )( 该 步 
长 远 小 于 1, 下 同 )。 由 式 (15 -75) 可 确定 相应 的 载荷 循环 次 数 为 


ANG” =aD ceo/ 5 a æ) [i -Bes] $ 


{ah Ce)?” 一 ot [1 一 DY Cej )]% pese ] 


(15-76) 
由 式 (15 - 73) 确 定 任意 单元 的 损伤 度 增长 量 为 
1— DP (e) 222 
1 二 DPCz) ] 
a) aidi eE. owr[1 NQ D° (z) J* 5+ñ(2p—2) 
[a= JeF? Zag {i ZDP Ce JOD ) 


AD (zx) =4D” e| 


(15-77) 
第 3 步 ”分 析 损 伤 场 
Di” (e, ) = D? (e, ) + ADP (e, ) 
(15-78) 
Di? G) = D” (z) + AD” (z) 


HI t.u Fi Ft 1 R A BR pu E 4y br 38 15 08 fk, Jš 5 159 $ 3⁄ `S E 5 5; 
应 力 场 ,并 以 ui) ,只 和 os 82, 

第 4 步 ” 确 定 临界 单元 损伤 度 的 增长 量 步 长 AD (e). H 
式 (15 -75) 可 确定 相应 的 载荷 循环 次 数 为 
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ANP 一 AD 和 e/h 和 人 (z) [rroo] : 


(aÑ) Ce)?” — BLI — DP (e) JOPED )| 


(15 -79) 

由 式 (15 - 73) 确 定 任意 单元 的 损伤 度 增长 量 为 
1— DY (el ) 7”? 
ADP (a =ADP (ey pma] 
ouh (r)? — oR 一 DP (z) JCP 
(a lea) al DP (e, JJe SFA pr 


(15 - 80) 


第 5 步 重复 第 3 步 和 第 4 步 , 此 时 有 
Pa = DD IG) HADR G) — G5-81 
此 应 用 附加 载荷 有 限 元 法 分 析 损 伤 演化 后 的 位 移 场 ,应变 场 与 
应 力 场 , 并 以 ut) e 和 co 名 表示 。 一 直 计算 到 DP (el ) 一 1 为 止 ， 
第 一 个 临界 单元 e 完全 损伤 时 的 载荷 循环 次 数 即 为 裂纹 形成 寿 
命 N. ; 则 
= S) AN (15 -82) 


第 6 步 ”根据 判别 准则 式 (15 -74) ,确定 第 二 个 临界 单元 , 记 
H er 这 时 的 损伤 场 就 是 上 述 裂纹 形成 所 对 应 的 损伤 场 , 即 
DP (es) = DP (ez) 
DP (z) = DP (z) ) 
同样 ,此 时 的 位 移 场 .应 变 场 与 应 力 场 也 分 别 是 裂纹 形成 所 对 应 的 
位 移 场 ,应变 场 与 应 力 场 , 即 
ui (z) = us (z) 


efo (z) = efr, (£) (15 -84) 


(15 -83) 


oR (z) = o$ (z) 


第 7 步 ” 确 定 临界 单元 损伤 度 的 增长 量 步 长 AD Ce). H 
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式 (15 -75) 可 确定 相应 的 载荷 循环 次 数 为 


AN =ADS? efli : (z) eol ` 


(aQ Ce)?” 一 PRC 一 DP Cer) Je +e y | 


(15 ~ 85) 
HRAS - 73) 确 定 任意 单元 的 损伤 度 增长 量 为 


1— D? le) 7” 
(2 (2) eia E A . 
ADP (z) = AD; (e) [0 pre | 


[e aD Car) 一 az[1 一 DË ) (z) JO HeD ] 


Ai le)” 一 og [l = DP Ce) TAn. 

(5-86) 

应 当 指 出 ,此 后 第 一 个 临界 单元 的 损伤 度 保持 为 1 。 

第 8 步 重复 类 似 第 3 步 和 第 4 步 的 步骤 ,此 时 有 
DË (z) = DË (z) + ADP (z) (15-87) 
此 应 用 附加 载荷 有 限 元 法 分 析 损 伤 演化 后 的 位 移 场 .应变 场 与 
应 力 场 , 并 以 uk ek MoR RR. EWA E DP (e )=1 为止， 

临界 单元 e, 完全 可 们 时 的 和 和 下 交 娄 为 


她 
= > ANË (15-88) 


第 9 步 ”根据 判别 准则 式 (15 - 74) 确 定 第 三 个 临界 单元 , 记 
为 es。 采用 类 似 的 方法 ,可 以 计算 临界 单元 es 完全 损伤 时 的 载荷 
循环 次 数 Na 。 

第 10 步 ”重复 以 上 步骤 ,直到 第 m 个 临界 单元 e。, 其 完全 损 
， 伤 时 的 载荷 循环 次 数 为 N。。 

对 于 具有 初始 裂纹 a, 的 构件 ,裂纹 扩展 寿命 的 估算 方法 如 下 : 

D 按照 上 述 方 法 从 无 损伤 算 起 ,得 到 与 裂纹 长 度 a 对 应 的 载 
荷 循环 次 数 N。， 

@ 从 以 上 计算 过 程 中 选 出 与 初始 裂纹 长 度 a。 对 应 的 载荷 循 
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环 次 数 No; 
@ 通过 简单 减法 得 到 与 裂纹 扩展 Aa =a — ac 对 应 的 载荷 循 
环 次 数 N 一 Ne 一 No 。 


15.2.4 损伤 演化 方程 参量 确定 


本 节 研 究 的 目的 是 利用 疲劳 裂纹 形成 寿命 曲线 (简称 疲劳 曲 
线 ) 一 一 S 一 N 曲线 ,获得 损伤 演化 方程 中 的 损伤 参量 ,从 而 通过 
损伤 力学 一 -有限 元 法 预 估 疲劳 裂纹 扩展 寿命 ,并 将 计算 结果 与 


已 有 的 根据 裂纹 扩展 速率 经 验 公式 , 即 5 村 一 AK 公式 的 所 得 结果 


进行 比较 ,以 便 对 所 提出 的 计算 方法 进行 验证 。 但 目前 手册 提供 
的 疲劳 裂纹 形成 和 裂纹 扩展 试验 数据 较 少 ,而 且 试 验 条 件 也 难以 
满足 一 致 性 的 要 求 ; 另 一 方面 ,疲劳 试验 成 本 高 ,试验 周期 长 ,因此 
直接 通过 试验 获取 所 有 的 参数 几乎 是 不 可 能 的 。 因 此 ,为 了 满足 
计算 工作 的 需要 ,采取 一 些 工 程 上 简便 而 可 靠 的 方法 对 试验 数据 
进行 必要 的 补充 。 

1. 裂纹 形成 寿命 曲线 一 一 S~N 曲线 

针对 同等 条 件 下 的 同一 类 材料 ,大 多 数 手册 "提供 的 
裂纹 形成 寿命 曲线 是 基于 不 同 的 应 力 比 或 者 不 同 的 平均 应 力 给 出 
的 。 但 是 ,裂纹 扩展 速率 试验 一 般 都 是 基于 不 同 的 应 力 比 进行 的 。 
因此 ,对 于 S 一 六 曲线 ,根据 平均 应 力 下 的 疲劳 数据 计算 特定 应 力 
比 下 的 疲劳 数据 ,以 及 根据 已 知 几 种 应 力 比 对 应 的 疲劳 数据 计算 
其 他 应 力 比 对 应 的 疲劳 数据 ,就 成 为 必须 要 解决 的 问题 。 下 面 分 
别 进行 讨论 。 

(1) 由 已 知 几 种 应 力 比 的 疲劳 数据 计算 其 他 应 力 比 的 疲劳 
数据 

首先 给 出 疲劳 试验 中 各 参数 的 关系 。 
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1) 平均 应 力 
a, = 1E Tne (15 - 89) 
2) 应 力 幅 
o, = s a5- 90) 
3) & 2 
= 2 (15 -91) 


利用 等 寿命 图 ~on 分 析 不 同 应 力 比 之 间 的 相互 关系 ,等 寿 
命 示意 图 如 图 15 -4 所 示 。 


o G G, G CA 


图 15-4 不 同 应 力 比 下 的 等 寿命 示意 图 
从 图 上 可 以 看 出 , 若 将 AB 段 近似 按 线 性 处 理 , 可 以 得 出 如 下 
比例 关系 式 ， 


Sile o late (15 -92) 


Omz? 一 Om3 Im2 — Omi 


根据 上 述 疲 劳 试验 中 各 参数 的 关系 ,将 平均 应 力 与 应 力 幅 分 

别 以 应 力 比 和 最 大 应 力 表示 ,有 
(15 - 93) 
as ISR 
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将 式 (15 - 93) 代 入 式 (15 -92), 则 有 


(1 — R, Imoa 一 (] — R, Oman A — Ri Sma — (1 — R2) Om 
O +R,)s,.2 一 (1 十 Rs)anua  (1+R,;)o,.; 一 (1 H Ri ) Omn 
(15 - 94) 


在 Ri ,cos 与 Ro ,ou 已 知 的 条 件 下 ,通过 式 (15 - 94) ,可 求 得 特 
定 应 力 比 Rs 在 与 Ri ,R: 同 疲劳 寿命 情况 下 所 对 应 的 cm 。 这 
样 , 由 已 知 对 应 几 种 应 力 比 的 疲劳 数据 就 可 以 推 得 其 他 应 力 比 下 
的 疲劳 数据 。 

(2) 由 已 知 几 种 平均 应 力 下 的 疲劳 数据 绘制 等 寿命 图 

根据 等 寿命 图 ,可 以 方便 地 得 到 针对 某 一 个 特定 应 力 比 在 不 
同 寿命 下 所 对 应 的 (co ,0, ) 数 据 ,如 图 15 - 5 BUR, 


s, 


Gu 
Oa 
Os 
Ou 


o Oma Oms 656, ra 


图 15-5 由 特定 平均 应 力 时 的 疲劳 数据 计算 
特定 应 力 比 下 疲劳 数据 的 等 寿命 示意 图 
这 样 ,通过 特定 应 力 比 下 一 系列 的 (0。，,6,) 数 据 ,利用 om = 
Om HO, ,就 可 以 获得 该 应 力 比 下 的 一 组 (om: ,和 N) 数 据 。 
2. 裂纹 扩展 曲线 一 一 a~~NN 曲线 
对 于 裂纹 扩展 速率 曲线 ,试验 手册 ms"”* "一般 只 提供 


(AK, 葬 数据 。 但 是 ,考虑 到 裂纹 扩展 速率 数据 的 分 散 性 ,采用 


相应 的 a~N 曲线 进行 比较 更 为 方便 可 靠 。 为 此 ,首先 通过 裂纹 
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扩展 连 率 公式 ,依据 {AK, SE ) 数 据 反 推出 相应 的 (a,N) 数 据 . 


根据 Paris 公式 ,裂纹 扩展 速率 可 表示 如 下 : 
da 


Se cak (15-95) 
式 中 ,C 和 为 材料 常数 。 将 式 (15 - 95) 进 行 变量 分 离 , 有 
c = dN (15-96) 
对 式 (15 - 96) 两 边 作 积分 ,可 知 
oak | dN = N,— N, (15 -97) 


RP a 为 初始 裂纹 长 度 ; N 为 初始 裂纹 长 度 a, 对 应 的 载荷 循 
环 次 数 ;a 为 裂纹 扩展 长 度 ; N, 为 裂纹 长 度 a, 对 应 的 载荷 循环 
次 数 。 

由 式 (15 -97) 可 以 看 出 ,对 应 每 一 个 裂纹 长 度 ,都 可 以 由 
式 (15 - 97) 通 过 数值 积分 计算 出 相应 的 裂纹 扩展 寿命 ,从 而 即 可 
得 到 一 系列 的 (a,N) 数 据 。 


15.2.5 裂纹 形成 与 扩展 寿命 的 损伤 力学 分 析 与 
验证 


选取 LY12 铝 合 金 板材 0 与 LC4 高 强度 铝 合金 板 
PAES 2525 两 种 材料 作为 算 例 进 行 上 述 计算 方 法 的 验证 。 
1. LY12 铝 合金 板材 
O 根据 S—N 曲线 , 拟 合 损 伤 演化 方程 中 的 参数 值 。 手 册 提 
供 了 几 组 S~N 曲线 ,选用 K,=1 时 的 数据 进行 参数 拟 合 ,并 使 用 
K, 二 2 时 的 数据 进行 参数 验证 。 
© 在 K,=1 时 ,手册 提供 了 R=0.02 与 R=0.6 两 组 S~N 
曲线 。 由 于 裂纹 扩展 试验 是 在 R=0. 2 情况 下 进行 的 ,所 
以 需要 尺 =0.2 下 的 (co,N) 数 据 。 使 用 前 述 由 已 知 几 种 
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应 力 比 疲劳 数据 计算 其 他 应 力 比 疲劳 数据 的 方法 ,计算 
R=0. 2 下 的 (omx ,NN) 数 据 ,如 表 15 -2 所 列 。 
表 15-2 LY12 的 疲劳 数据 (K,=1,R=0.2) 


根据 手册 0 2 ,选取 ow = 147. 4 MPa 与 距 中 值 疲劳 曲线 的 
最 远 点 坐标 (215.7 MPa,8X10: 次 ), 拟 合 损伤 演化 方程 中 的 参 
数 。 考 虑 8 值 的 不 同 对 计算 结果 的 影响 ,选择 了 p=0.5 与 pb=1.0 
两 种 情况 分 别 进行 计算 。 计 算 结果 如 表 15 - 3 和 表 15 -4 所 列 。 
表 15-3 LY12 铝 合金 板材 的 损伤 演化 方程 参数 表 (p==0. 5) 


2p+2 a Dom ro/ MPa 
2.764 5 |4.124 5E-6| 0.1280 169. 04 


e 使 用 K,=2 时 的 数据 进行 上 述 参数 的 验证 。 在 K,=2 时 ， 
手册 提供 了 a.—=70 MPa 与 on =210 MPa 两 组 S— N Hh 
线 。 使 用 前 述 由 几 种 平均 应 力 疲劳 数据 计算 特定 应 力 比 
下 疲劳 数据 的 方法 ,计算 R==0.2 下 的 (om , NN) 数据 。 
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下 面 针 对 K, = 2 的 情况 ,利用 损伤 力学 一 一 有 限 元 法 进行 疲 
劳 裂纹 形成 寿命 的 预 估 ,并 将 相应 的 估算 结果 与 试验 获得 数据 进 
行 比较 。B=0.5 与 B=1.0 两 种 情况 的 比较 结果 分 别 见 图 15 -6 
和 图 15 -7。 


EE 
-O-A Pe EN e 


10° 10' 10° 10 10* 10 
NI 次 


图 15-6 LY12,K, 二 2 试 件 的 计算 与 试验 疲劳 曲线 比较 (p=0.5) 


图 15-7 LY1I2,K,=2 试 件 的 计算 与 试验 疲劳 曲线 比较 (p=1.0) 


从 图 15 -~6 和 图 15 -7 可 以 看 出 ,根据 K,=1 试 件 的 疲劳 试 
验 数据 拟 合 的 损伤 演化 方程 中 的 参数 ,利用 损伤 力学 一 -有限 元 
法 计算 出 的 K, =2 试 件 的 疲劳 数据 ,两 种 8 值 对 应 的 计算 结果 与 
试验 数据 相 比 都 基本 吻合 ,可 以 证 明 上 述 方法 所 拟 合 的 参数 篆 适 
用 于 疲劳 计算 。 
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© 基于 上 述 拟 合 的 损伤 演化 方程 参数 ,利用 裂纹 扩展 的 损伤 
力学 一 一 有 限 元 法 进行 计算 ,获取 裂纹 扩展 尺寸 与 载荷 循环 次 数 
的 关系 , 即 < 一 N 曲线 。 

根据 手册 提供 试 件 的 尺寸 ,建立 相应 的 有 限 元 计算 模型 ,如 
图 15- 8 所 示 。 和 孔 边 的 有 限 元 网 格 划分 如 图 15 -9 所 示 。 


A 
ANANIA 
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k 
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šI 
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AYAY AY Ya? 
CR 
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Kt 
hn: 
SAD 
AS 


Ai 
KU. 


图 15-8 裂纹 扩展 有 限 元 计算 模型 
为 了 验证 由 以 上 损伤 力学 方法 预 估 裂 纹 疲劳 扩展 规律 的 可 行 
性 ,根据 断裂 力学 方法 ,利用 手册 提供 的 试验 数据 及 Paris 公式 拟 
合 曲 线 , 通 过 积分 的 方法 计算 出 相应 的 (a,N) 数 据 ,并 将 由 此 所 得 
的 计算 结果 与 由 损伤 力学 所 得 的 结果 进行 比较 。B= 0.5 与 
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B=1.0 两 种 情况 的 比较 结果 分 别 如 图 15 - 10 和 图 15 - 11 所 示 。 


° 断裂 力学 计算 所 得 i 
L | 损伤 力学 计算 所 得 | | 


5 
" 


10 10° 10 


NIX 


Æ 15-10 LY12 裂纹 扩展 曲线 比较 {p= 二 0. 5) 
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O ”断裂 力学 计算 所 得 
加 ”损伤 力学 计算 所 得 


10° 10 10° 
NIK 


图 15-11 LY12 异 纹 扩展 曲线 比较 (p=1.0) 
B=0. 5 与 B=1. 0 两 种 情况 下 损伤 力学 计算 结果 与 断裂 力学 
计算 结果 的 误差 见 表 15 - 5。 
#15-5 LY 铝 合金 板材 裂纹 扩展 损伤 力学 计算 结果 
与 断裂 力学 计算 结果 的 相对 误差 


异 纹 扩展 长 度 — Gilma E/COO 
/mm p-o5 | p10 


| 17.45 


从 图 15-10、 图 15-11 以 及 表 15 -5 可 以 看 出 ,通过 损伤 力 
学 一 一 有 限 元 法 所 得 的 裂纹 扩展 a— N 的 计算 结果 与 断裂 力学 相 
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应 结果 相 比 ,相对 误差 较 小 ,完全 处 在 工程 计算 许可 范围 之 内 。 比 
较 B=0.5 与 B=1.0 两 种 情况 ,发 现 8—= 1. 0 时 计算 结果 与 试验 结 
果 相 比 的 误差 更 小 ,尤其 是 在 裂纹 扩展 长 度 已 经 达到 34. 8 mm 
时 ,其 相对 误差 仍然 小 于 10 %。 

2. LC4 高 强度 铝 合金 板材 

以 LC4 高 强度 铝 合金 板材 为 例 进行 计算 ,计算 步骤 如 同 
LY12 铝 合金 板材 。 

使 用 前 述 疲劳 数据 处 理 方法 ,计算 R=0.1 下 的 (owx N) R 
据 , 如 表 15-6 所 列 。 

表 15-6 LC4 高 强度 铝 合金 板材 的 
疲劳 数据 (K, =1,R=0. 1) 


根据 手册 "59 ,选取 cum 王 123 MPa 与 距 中 值 疲劳 曲线 的 最 远 
点 坐标 (250. 2 MPa,1. 8X10% 次 ), 拟 合 损伤 演化 方程 中 的 参数 
JR B=0.5, 计 算 结 果 如 表 15 -7 所 列 。 

表 15-7 LC4 高 强度 铝 合金 板材 的 损伤 演化 方程 参数 表 (p 二 0. 5) 


2p+2 a Dom om / MPa 


2.5826 |7.0023E-6| 0.1182 139. 49 


同样 ,利用 K, =2 试 件 的 试验 数据 对 上 述 参数 进行 验证 。 将 
损伤 力学 一 有限 元 法 所 得 的 疲劳 裂纹 形成 寿命 估算 结果 与 由 疲 
劳 试验 获得 数据 进行 比较 ,如 图 15 - 12 所 示 。 
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图 15-12 ”LC4,K,=2 试 件 的 计算 与 试验 疲劳 曲线 比较 (p=0. 5) 
由 图 15 - 12 可 以 看 出 ,对 于 LC4 高 强度 铝 合金 板材 而 言 , 若 
将 B 值 取 为 0.5, 所 得 计算 结果 与 试验 结果 也 是 一 致 的 。 
采用 与 LY12 铝 合金 板材 同样 的 有 限 元 模型 ,计算 LC4 的 裂 
纹 扩展 性 能 。 损 伤 力学 与 断 发 力学 计算 结果 的 比较 以 及 相对 误差 
分 别 如 图 15 - 13 所 示 和 表 15 - 8 所 列 。 


o 断裂 力学 计算 所 得 = 
损伤 力学 计算 所 得 — 


10“ 10 10° 
E 15-13 LC4 高 强度 铝 合金 板材 裂纹 扩展 曲线 比较 (p=0. 5) 
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# 5-8 LORRY NRIS STTS R 
5683833130 ANRE 


SET EIC a/mm | 载荷 循环 次 数 相对 误差 /(%) 


10.8 


从 图 15 - 13 和 表 15 -8 可 以 看 出 ,在 B=0.5 时 ,通过 损伤 力 
学 一 一 有 限 元 法 所 获得 的 LC4 高 强度 铝 合金 板材 裂纹 扩展 特性 
的 计算 结果 与 断裂 力学 相应 结果 相 比 ,相对 误差 已 非常 小 ,是 在 工 
程 许可 的 误差 范围 之 内 。 

从 以 上 两 例 可 以 发 现 , 在 8=0.5 情况 下 计算 的 裂纹 扩展 性 能 
数据 已 经 能 够 满足 工程 需要 。 同 时 ,可 以 通过 调节 8 值 的 大 小 , 达 
到 更 高 的 精度 要 求 。 

为 了 形象 地 显示 裂纹 扩展 过 程 ,给 出 一 组 反映 上 述 计算 过 程 
中 的 损伤 场 演化 的 有 限 元 图 形 , 如 图 15 -14 所 示 。 


(a) 初始 损伤 场 (b) a=7.2 mm 时 的 损伤 场 (c) a=8.4 mm 时 的 损伤 场 
图 15-14 裂纹 扩展 过 程 中 损伤 场 的 变化 
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TATLI 


(d) a=10.8 mm 时 的 损伤 场 (e) a=15.6 mm 时 的 损伤 场 


图 15-14 裂纹 扩展 过 程 中 损伤 场 的 变化 ( 续 ) 


15. 2; 6: A Ge 


首先 ,利用 裂纹 形成 阶段 的 疲劳 寿命 试验 数据 , 拟 合 损伤 演化 
方程 中 的 损伤 参量 ;然后 ,通过 损伤 力学 一 一 有 限 元 法 ,继续 进行 
有 关 裂 纹 扩 展 的 运算 ,获得 反映 扩展 性 能 的 (a, NN) 数据 ;最 后 ,将 
计算 结果 与 裂纹 扩展 试验 进行 了 比较 ,验证 了 整个 分 析 计 算 过 程 
的 可 行 性 ,从 而 改变 了 裂纹 形成 与 裂纹 扩展 两 个 阶段 被 单独 处 理 
的 现状 ,而 使 其 成 为 一 个 完整 的 统一 的 分 析 过 程 。 这 就 有 可 能 利 
用 疲劳 裂纹 形成 的 实验 结果 ,通过 损伤 力学 方法 预 估 疲 劳 裂纹 扩 
展 寿命 ,从 而 达到 缩短 研究 周期 与 降低 研究 成 本 的 目的 。 
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分 层 力 学 研究 


复合 材料 层 合板 具有 很 高 的 面 内 比 强度 ,但 其 层 间 强 度 很 低 ， 
所 以 在 层 合板 中 容易 出 现 分 层 现 象 。 在 本 章 中 ,讨论 正 交 铺 层 层 
合板 的 二 维 分 层 问题 ,包括 反 平 面 剪 切 型 分 层 . 平 面 剪 切 型 分 层 以 
及 由 面 内 拉 伸 引起 的 平面 复合 型 分 层 。 本 章 所 采用 的 分 析 方法 是 
本 书 作 者 提出 的 解析 变 分 解法 。 


16.1 反 平 面 剪 切 型 分 层 问 题解 析 变 分 
解法 


16.1.1 支配 方程 与 复 变 函数 通 解 


图 16 - 1 表示 含 边缘 分 层 正 交 铺 层 复合 材料 层 板 , 层 板 受 反 
平面 型 载 茶 作用。 首先 ,采用 位 移 法 来 确定 每 一 层 中 位 移 与 应 
力 的 一 般 解答 。 大 家 知道 ,对 于 反 平 面 问题 ,每 一 层 板 中 只 有 一 个 
z AAB w, B. w 只 与 x fl y 坐标 有 关 , 即 

4 一 0， v= 0, w= wz,y) (16— 1) 
根据 几何 方程 ,只 存在 两 个 反 平面 切 应 变 
Iw = 2w (16-2) 


Wy = = Jy 
代入 物理 方程 ,可 得 不 为 零 的 应 力 分 量 如 下 : 
Aw ðw 


Tre = Mr a É: Fz’ Te = My} y hs Jy (16-3) 


546 


第 16 章 正 交 铺 层 层 合板 的 二 维 分 层 力学 研究 Ú 


式 中 ,上 Mu, 分 别 为 层 板 在 zz 平面 和 yz 平面 内 的 切 变 模 量 ( 剪 
切 弹性 模 量 )。 


图 16-1 受 反 平面 坦 切 载荷 作用 的 含 分 层 正 交 层 板 


在 反 平面 问题 中 ,有 效 的 平衡 方程 只 有 一 个 。 在 无 体力 情况 
下 可 将 此 方程 表示 为 


Tea A z 
s= + 3 = 〈16 -4) 
将 式 (16 - 3) 代 入 式 (16 - 4), 得 到 以 位 移 表 示 的 平衡 方程 
Pw Pw 
入 J th y = (16-5) 


这 就 是 反 平 面 问题 中 位 移 w 所 应 满足 的 支配 微分 方程 。 
采用 复 变 函数 解法 求解 式 (16 -5)。 引 入 如 下 广义 复 变 量 z 
与 复 函 数 f(z, ) , 即 


z = z+ py (16-6) 
式 中 ,zp 为 复 常 数 ,并 将 位 移 表示 为 
w= fla) + fz) (16-7) 


将 式 (16 -7) 代 入 式 (16 -5) ,可 得 


; fz: 
=, |= (16 -8) 
P= a, 


这 就 是 使 式 (16 - 5) 得 以 满足 的 充分 条 件 。 此 时 , 式 (16 - 7) 给 出 
的 位 移 可 使 几何 、 物 理 与 平衡 方程 得 到 满足 。 将 式 (16 -7) 代 人 
式 (16 - 3) ,可 得 到 满足 三 类 基本 方程 的 切 应 力 表达 式 : 
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Ta = pif a) + f'Ga)) } 
re = B ADF a) +P F (21)} 
至 此 ,得 到 了 每 层 板 中 满足 基本 方程 的 位 移 与 应 力 的 一 般 表 达 式 。 


C16—9) 


16.1.2 基本 条 件 与 本 征 展开 


大 家 知道 ,使 式 (16 -7) 与 式 (16 - 9) 给 出 的 位 移 与 应 力 满足 
所 有 的 边界 条 件 , 就 可 以 得 到 问题 的 解析 解 。 但 是 ,对 于 有 限 大 结 
构 而 言 ,精确 满足 所 有 边界 条 件 是 不 可 能 的 ,只 能 精确 满足 主要 的 
条 件 而 近似 满足 一 些 次 要 的 条 件 。 在 分 层 问 题 中 ,分 层 前 沿 的 应 
力 场 是 问题 的 主要 方面 ,是 人 们 关注 的 焦点 。 因 此 ,在 精确 满足 基 
本 方程 的 同时 ,应 使 分 层 表 面 的 边界 条 件 与 层 间 连 续 条 件 得 到 精 
确 满足 ,这 样 才 能 既 使 问题 的 求解 成 为 可 能 ,又 保证 了 解答 的 足够 
精确 。 
引入 极 坐 标 
e eso (16 -10) 
y = rsin 0 
式 中 ,4 为 从 z 正 半 轴 量 起 的 极 角 , 逆 时 针 为 正 。 由 图 16 -1 可 
见 , 分 层 表 面 边界 条 件 与 层 间 连 续 条 件 表示 成 
0 一 P 人 
DE n. (16 -11) 
6=0 mer (16 -12) 
0=0, wi = tw J 
式 中 ,应 力 与 位 移 下 标 中 的 1 和 2 表示 层 号 ,如 图 16 - 1 所 示 。 
将 式 (16 - 7) 中 的 复 变 函数 f(z ) 取 成 如 下 短 函 数 形式 : 


A A+ 
fed =à (16 -13) 
RP,A= AHIA 为 复 常数 ;4 为 实数 。 根 据 式 (16 - 8), 将 


式 (16 -6) 中 的 复 变 量 改写 成 
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z = m +iy: + zm = zx, x = y J (16 -14) 
考虑 到 式 (16 - 10) ,可 得 


zı = ri(cos 0, + isin 0.) = re (16-15) 
式 中 
ri = r, | cos? 0+ sir 0, tan 0, = |Ë“ tan 0 
Mu; Ly 
sin 0, JE sin 0 
£ cost 0 十 全 sim 0 
¿680 = cos 0 
cos? 0+ Esin? 0 
(16 -16) 
可 见 
0=0 时 ,0 = 0,n = r; 0= 土 xX 时 , 0 =+ x,r, = r 
(16 -17) 


考虑 到 式 (16 - 15), 将 式 (16 - 13) 代 入 式 (16 - 7) 和 
式 (16 -9)， ANE EIRE 
w= ZA [Ateos (à +1), — A! sin Q +1)4,] 
d6- 18) 
Ta = 2e ri CAR cos 20, — A! sin 20, ) (16 - 19) 
r, =— 2V pp yri (AFsin Mg + A!cos20,) (16-20) 
这 里 所 给 出 的 位 移 与 应 力 对 两 层 板 都 适用 ,只 要 将 其 中 的 切 变 模 
量 换 成 相应 层 的 即 可 。 — 
将 式 (16 - 18) 至 式 (16 -20) 代 入 式 (16 - 11) 、 式 (16 - 12), 使 
应 力 与 位 移 满足 分 层 表 面 边界 条 件 与 层 间 连 续 条 件 ,可 得 
— AÈ sin Àz — A} cos àx = 0 
Asin àx — A} cos àx = 0 
Ai = A? 
AR = AR 


(16 - 21) 
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这 里 


g =, | (16 - 22) 
N pr Hy 
式 中 ,下 标 中 的 1 和 2 表示 层 号 。 


式 (16 -21) 可 化 简 为 


AR sin àx — AlcosAx=0 ) 
(16 - 23) 
Arsin àx — #À Í! cos àx = 0 
该 式 具 有 非 零 解 的 条 件 是 
sin 2) = 0 (16 - 24) 
由 此 可 得 本 征 值 
1= 5 (一 0, 士 1, 士 2,…) (16 -25) 


可 见 , 本 征 值 与 复 变 函数 中 的 待定 系数 有 两 种 情况 : 
(1) 34 为 偶数 , 即 n=2m,m==0,1,2,… 时 
由 式 (16 -25) 可 知 :4 二 m,sin Mr 一 0, 代 入 式 (16 -23), 可 得 
Al = A} = 0 (16 - 26) 
不 为 零 的 系数 为 
AR = AÈ 
(2) 3 n 为 奇数 , 即 n=2m—1 时 
由 式 (16 - 25) 可 知 A= m—+.,cos hx 一 0, 代 和 人 式 (16 - 23), 
可 得 
Aš = AR = 0 (16 - 27) 
不 为 零 的 系数 为 


A1 
Al = À: 
E 


根据 式 (16 - 21) 给 出 的 系数 间 关 系 , 引 入 以 下 新 的 待定 系数 : 
P, = A = AF 
OTLA sa (16 - 28) 
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这 两 个 系数 分 别 对 应 本 征 值 取 整 数 和 半 整 数 的 两 种 情况 。 由 
式 (16 -18) 至 式 (16 - 20) 与 式 (16 - 26) 、 式 (16 - 27) 并 考虑 到 应 
变 能 有 界 条 件 ， PER PIE R ETE AEEA 


w = -5a cos (m + 1)0, Pm 一 $ 2r? lsin (m + 去 )aQ。 


mmt 
(16 - 29) 
M M 1 1 
Ta = Zua: (Dreos mô, Pn 一 >; r? sin (m-+)aQ,) 
(16-30) 
M M I 1 | 
ra 一 一 TD Msin mô, P,, + D3 r: cos (m). | 
m=0 m=0 
(16 ~ 31) 
H 2r 2r 
< 1 2 
w= Dai cos (m + 1)0, Pm [m+ + Jo Q 
(16 - 32) 
t, = 2 > r"cos mô, Pn - > rt sin (m= )aQ,) 
x= 
(16-33) 
M 
Taf =- 2V pafa | D sin mô, P,, +> rt cos (= +)9Q.] 
(16 - 34) 
式 中 ,M 为 展开 式 中 所 取 项 数 。 


可 见 , 在 式 (16 - 31) . 式 (16 - 34) F, m=0 的 项 在 分 层 前 沿 具 
有 一 1/2 次 方 的 奇异 性 ,该 项 系数 可 被 定义 为 应 力 强度 因子 
Ku. BẸ 


Ku = lim — lim — (16 -35) 
392 r77 cos > Zo ri? cos z 


将 式 (16 - 31) 式 (16 - 34) 代 入 ,得 
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Ku = 2 /ga nA Q, = 2 /ueto Qo (16 - 36) 

至 此 ,得 到 了 两 层 板 中 满足 所 有 基本 方程 .分 层 表面 边界 条 件 

与 层 间 连 续 条 件 的 位 移 场 与 应 力 场 的 本 征 展 开 式 。 其 中 的 待定 系 

数 Pn 与 Q, 由 其 余 边界 条 件 确定 ,系数 Q, 为 分 层 前 沿 奇异 项 系 
数 ,可 用 来 定义 应 力 强 度 因子 。 


16.1.3 应 力 强度 因子 变 分 解法 


如 前 所 述 , 分 层 表面 以 外 的 边界 条 件 已 无 法 得 到 精确 满足 , 故 
采用 变 分 方法 来 使 其 近似 满足 。 由 于 分 层 两 侧 材料 的 位 移 场 和 应 
力 场 的 表达 式 不 同 , 需 用 分 区 广义 变 分 原理 I。 在 基本 方 
程 、 分 层 表面 边界 条 件 与 层 间 连续 条 件 得 到 精确 满足 ,同时 位 移 边 
界 又 不 存在 的 情况 下 (原点 位 移 为 零 ) ,分 层 表面 以 外 边界 上 的 力 
的 边界 条 件 可 表示 为 


2 


> | (ran, + r. n, )Ó@o,ds = 0 (16 - 37) 
s, 
m 


RF, SRRA k 层 的 力 的 边界 ;xu 与 zx 表示 相应 的 方向 余弦 。 
将 位 移 与 应 力 表达 式 代 入 式 (16 - 37) ,得 到 关于 所 有 待定 系数 的 
线性 方程 组 ,求解 即 得 所 有 待定 系数 。 当 应 力 与 位 移 展开 式 中 的 
项 数 M 足够 多 时 ,奇异 应 力 场 系数 ( 即 应 力 强 度 因子 ) 趋 于 收敛 。 
由 此 即 可 确定 应 力 强度 因子 与 应 力 场 ,位移 场 。 应 当 指 出 ,由 于 在 
式 (16 - 37) 中 只 有 线 积分 而 没有 面积 分 ,因此 计算 效率 很 高 。 
以 高 模 量 石墨 / 环 氧 树脂 复合 材料 为 例 。 设 第 一 层 为 正 交 各 
向 异性 层 , 第 二 层 为 横 观 各 向 同性 层 , 两 层 材料 的 切 变 模 量 为 
Hn = 3.45 kPa, Ha = 1. 38 kPa 
Hn = 3.45 kPa, Hy = 3. 45 kPa 
算 例 一 ”分 层 端 部 表面 上 承受 单位 均 布 剪 力 的 层 板 ( 如 
图 16 - 2 所 示 ) 。 
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图 16-2 端 部 表面 承受 均 布 载荷 
几 种 不 同 分 层 长 度 下 的 应 力 强度 因子 随 项 数 增加 的 收敛 情况 


如 表 16 -1 至 表 16 -3 所 列 。 
表 16-1 应 力 强 度 因子 收敛 情况 之 一 {a = 0.SXh,b=1.0Xh) 


M j 2 $ | 5 8 
Ku [1.233 58|1. 295 41|1.354 74|1. 339 28|1. 336 55|1. 334 05|1. 333 08|1. 330 67 


表 16-2 应 力 强度 因子 收效 情况 之 二 ({ a=0.5Xh,b=3.0Xh) 


| esas a Lose] w aa 
Kw |0.880 53|1. 180 23|1. 232 14|1. 226 89|1. 216 20|1.212 07|1. 211 32 


表 16-3 应 力 强度 因子 收敛 情况 之 三 (a=0.5Xh,b=5.0Xh ) 


M 2 3 4 5 6 7 8 
Ku |1.132 11|1.224 6011. 231 9611. 222 73|1. 213 18|1. 210 27|1. 209 92| 


可 见 , 当 项 数 达 到 6 时 ,应 力 强度 因子 在 小 数 点 后 两 位 已 经 基 
本 稳定 。 

算 例 二 上 下 表面 上 承受 单位 均 布 前 力 的 层 板 ( 如 图 16 - 3 
所 示 ) 。 

几 种 不 同 分 层 长 度 下 的 应 力 强度 因子 随 项 数 增加 的 收敛 情况 
如 表 16 -4 至 表 16 -5 所 列 。 
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图 16-3 上 下 表面 承受 均 布 载荷 
表 16-4 应 力 强度 因子 收敛 情况 之 四 (a=0.5Xh,b=1.0Xh) 


2 3 4 5 6 7 8 
1.471 40|1. 374 45|1. 352 41|1. 335 67|1. 329 46|1. 325 34|1. 323 24 


表 16-5 应 力 强度 因子 收敛 情况 之 五 (a= 0.5Xh,b=5.0X h) 


5 6 7 8 
1.331 27|1, 313 49|1. 303 28|1. 297 61 


同样 ,在 项 数 达 到 6 时 ,应 力 强 度 因子 基本 收敛 。 


16.2 平面 剪 切 型 分 层 问题 解析 变 分 解法 


16.2.1 力学 模型 的 建立 


考虑 含 边缘 穿 透 分 层 复合 材料 层 合 梁 受 横向 载荷 的 情况 ,如 
图 16 -4(a) 所 示 。 为 便于 分 析 , 将 其 分 解 为 对 称 (e) 与 反对 称 (B) 
两 种 载荷 状态 ,如 图 16 - 4(b),(c) 所 示 。 在 (8 状态 中 , 层 合 梁 在 
反对 称 载荷 作用 下 产生 反对 称 变形 ,使 得 上 下 层 间 出 现 相互 错 动 
的 趋势 。 分 层 的 产生 与 扩展 就 源 于 此 状态 。 而 在 (a) 状 态 中 , 层 板 
受 对 称 载 荷 作用 ,上 下 层 之 间 相互 压 紧 而 没有 错 动 趋势 。 当 然 ,由 
于 两 层 材料 纤维 取向 的 不 同 , 在 对 称 横向 载荷 作用 下 各 层 的 纵向 
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应 变 是 不 同 的 ,所 以 层 间 有 可 能 产生 切 应 力 , 具 有 分 层 的 可 能 。 但 
与 反对 称 状态 相 比 ,对 称 状 态 的 分 层 趋势 要 小 得 多 。 可 以 认为 , 层 
板 横向 受 载 下 的 分 层 是 由 反对 称 状态 引起 的 。 


py2 Pi Py2 p 2 


: py2 /2 
p 2 
(a) 基本 受 力 状态 (b) Ca) 状态 (c) (8) 状态 


图 16-4 正 交 铺 层 复合 材料 层 合 梁 受 力 分 析 
在 反对 称 状态 中 ,分 层 属 于 平面 剪 切 型 层 间 裂纹。 假定 分 层 
表面 无 摩擦 ,并 假设 分 层 在 层 板 横 截面 内 是 双 对 称 的 ,如 图 16 -4 
(c) 所 示 , 取 结构 的 1/4, 可 建立 力学 模型 如 图 16 -5 所 示 。 图 中 模 
型 下 部 的 约束 表示 该 面 上 的 水 平 位 移 为 零 ,而 铅 垂 位 移 不 受 限制 。 
对 于 正 交 对 称 铺 层 层 合 梁 , 设 第 一 层 ( 分 层 以 上 部 分 ?为 正 交 各 向 
异性 层 , 第 二 层 ( 分 层 以 下 部 分 ) 为 模 观 各 向 同性 层 。 


图 16-5 层 合 梁 分 层 的 力学 模型 


* 至 于 对 称 状态 的 影响 ,可 采用 与 分 析 反 对 称 状态 相 类 似 的 方法 进行 分 析 。 
555 


Q 断裂 与 损伤 力学 


16.2.2 应 力 与 位 移 的 复 变 函 数 表 达 式 


根据 Muskhelishvili( 称 什 海 里 什 维 里 ) 求 解 各 向 同性 平面 问 
题 的 复 变 函数 理论 , 横 观 各 向 同性 层 ( 层 2) 的 位 移 与 应 力 (无 
体力 情况 ) 表 示 为 
2 (un t+ iuy) = rp2 (z) — (z — z) @ (z) — (z (z) 
(16 - 38) 
Ow2 一 ixos = @ (z) + (z— z) g; (z) + (l, (2) | 
Gm 十 omz = 2[@ (z) + #; (z) ] 
(16 - 39) 
式 中 ,gs(z) ,Q(z) 为 解析 函数 ;下 标 2 表示 层 号 ;y 为 切 变 模 量 ; 


k 二 3 一 4 “(平面 应 变 )， xk 二 3 二 * (平面 应 力 ) 


l+» 
AP v INAH IL, 
引信 极 坐标 如 图 16 - 5 所 示 , 则 复 变量 x 二 x 十 iy 二 re”。 
定义 广义 复 变量 
z; = zr; + iy; = r+ By = r;e% G =1,2) 
(16 - 40) 
B 为 与 材料 有 关 的 常数 。 根 据 Lekhnistkii( 列 赫 尼 效 基 ) 求 解 各 
向 异性 平面 问题 的 复 变 函数 理论 "*0 , 正 交 各 向 异性 层 ( 层 1) 的 
位 移 与 应 力 (无 体力 情况 ) 表 示 为 
un = [pi pi (z) + Pi (za) ] + Cph (z; ) + Ps ñ (za) ] | 
un = [m @ (zu) +q Plz1)]+ [gp (za: ) + q: pi (zo) ] 
(16 -41) 
Omi = [pipi (a) + Pi (zu )] + [2 ñ (z) + Pz2)] 
ow = [pi (zi) HP (zi) J + [ó (z) + #f (zo) ] 
om =— [mpi (z) H Pi] — [pd Cea) + Be Pi C] 
(16 -42) 
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AP p (zi ) ,加 (zi) 等 为 解析 函数 ;函数 的 下 标 1 对 应 层 号 ; 复 常 
数 a ,wps 满足 以 下 方程 : 
an + (2ax + as) + ang = 0 (16-43) 
式 中 ,av 为 平面 应 力 状态 下 正 交 各 向 异性 板 的 柔 度 系数 。 对 于 平 
面 应 变 状态 ,将 oz tR b; BIR. 
对 于 多 种 工程 常用 复合 材料 来 说 ,求解 式 (16 - 43) 后 可 以 发 
现 , 方 程 的 两 个 根 yi ,po 为 纯 虚 数 ”, 即 
=i, n = iñ, (16 - 44) 
于 是 , 式 (16 - DA 42) 中 的 位 移 与 应 力 可 改写 为 
un = pi [@ (z) + @ (z) + p: [À (zz ) + h (ze) ) ) 
un =— iti (p (z, ) — @ (zi )) — it, (hz) — ñ (zz) ) 
(16 -45) 
al =— B pi (zu) g (z) — BEN) + (ze) ) 
opi = (@1 (zi) +P (z, )) + ( O 
om =— iĝ { @ (z) — PE) — AERE AEA] 
(16-46) 
式 中 
bi =— anp + az, t, =— arh +axz/b; (j = 1,2) 


16.2.3 基本 条 件 与 本 征 展 开 


由 图 16 - 5 可 知 , 层 间 连 续 条 件 为 
当 9=0 时 ,有 
(u, +iu,), = (u, iu,);, (aow 一 ic) 一 (oo —s,,); 
(16 -47) 
由 于 对 称 状态 (a) 的 存在 与 分 层 表面 无 摩擦 的 假定 ,在 反对 称 状态 


。 文献 [16. 5] 给 出 同样 的 结论 。 


Ú 断裂 与 损伤 力学 


《外 中 ,分 层 上 下 表面 没有 相对 法 向 位 移 和 切 向 面 力 , 所 以 在 分 层 
上 下 表面 上 有 以 下 条 件 : 
Wl | = Uy pe 


s le = ta hiin = (16 -48) 


Oyyl l = ss en 
为 保证 层 间 裂纹 尖端 附近 应 力 场 解答 的 精确 度 , 这 两 类 条 件 必 须 
得 到 精确 满足 。 
下 面 用 本 征 展开 方法 确定 位 移 场 与 应 力 场 的 本 征 展开 式 。 
由 于 力学 模型 中 存在 位 移 边 界 , 所 以 位 移 与 应 力 解答 中 的 复 
变 函 数 应 包含 窒 函 数 与 指数 函数 这 两 类 , 即 令 
Giz1) = pu (z ) + Pa (z ); pi lz) = pi (z+) +ga (z; ) 
pelz) = plz) + @x (z), 0, (z) = (h: (z) + f: (z) ) 
(16 - 49) 
式 中 
pala) = Aià HBA, gu (z) = Cih + DI à 
Plz) = AL? +B IŽ, Qele) = Cie + D; Z ) 
(16 -50) 
Qa (z1) = Eie™ Fi, Ya (z2) = Gie: + Hie: 
Prz (z) = Eze + Fz, — n, (z) = Gre + H; e } 
a6 -51) 
式 中 ,函数 的 第 一 个 下 标 表示 函数 类 型 ,第 二 个 下 标 表 示 层 号 ;4 
为 复数 ,A1 B ,… 为 待定 复 系数 ,表示 为 a W 
a = a Hia P, a= A,B,C,D ,E',F' G, H 
(16 -52) 
式 中 ,4&=1,2, 表 示 层 号 。 
将 式 (16 -50) 代 入 式 (16 - 38) . 式 (16 一 39) 和 式 (16 - 45), 
式 (16 -46) ,得 到 以 等 函数 表示 的 位 移 和 应 力 。 使 其 满足 分 层 表 
面 边界 条 件 与 层 间 连 续 条 件 式 (16 - 47) 、 式 (16 - 48), 可 得 关于 知 
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函数 待定 系数 的 齐 次 线性 方程 组 : 
dp(p1Ait+ b. Bí 十 加 Ci 十 po DD = <A;+ xB; — C;— D; 
(16 - 53) 
4u Ai— ti Bi +tCi— t: Di) = <A;— «B; + C;— D; 
(16 - 54) 


2(A' 十 BT 十 Ci 十 DD = A;+B;+C;-+ D; (6-55) 
2(ñAi— b Bi +BC;— B, Di) =— A;+ B; + C;— 


(16 -56) 
BAAC —BB—BD =0 (16-57) 
-G)e”™ — (B, — D,) = 0 (16 -58) 

2(A, +G)" + 2(B, + D.) = A, + C, + (B, +D)” 
(16 -59) 


4p (Ai +C)” 一 (a B, +D )) = 
KA, + C, — (zB, 十 万 )e (16-60) 
类 似 可 得 关于 指数 函数 待定 系数 的 齐 次 线性 方程 组 : 
Ap p Ei+ pi Fi + p:Gi+ p: HI) = KE,+ xF; — G;— H; 


(16-61) 
4u Ei— ti Fi +t&Gi— t: Hí) = «Es— «F; + G;— H; 
(16 - 62) 


2(E1+ Fi + Gi+ Hi) = E;+ F; + G;+ H; (16 - 63) 
2(8 E,— Ë Fi 十 +&Gi— k Hi) = E;— F F; — G;+- H; 


(16 -64) 
BE: —AFi+&G -H= 0 (16-65) 
E;— F;— G;+ H; = 0 (16 -66) 

2(E1+ Fi+Gi+ Hi) = E;+ F+ G;+ H; = 0 
(16—67) 

du El— nFttG— Hi) = E, xFs+G—H, 
(16-68) 
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根据 上 述 两 组 方程 具有 非 零 解 的 条 件 与 应 变 能 有 界 条 件 , 可 
分 别 得 到 震 函 数 和 指数 函数 中 的 本 征 值 以 及 相关 待定 系数 间 的 关 
系 ,并 最 终 确定 位 移 场 与 应 力 场 的 本 征 展开 式 。 

首先 ,求解 关于 完 函 数 待定 系数 的 齐 次 线性 方程 组 
式 (16 -53) 至 式 (16 - 60) ,得 到 两 组 实 本 征 值 : 


= (n= 1,3,5.) (16 - 69) 
=n (n=1,2,3,.) (16 -70) 


于 是 , 式 (16 - 50) r HR Bñ 8k uk A 
pulz) = A,zh +O, pau (z,) = Bizh + D, z: 
Plz) = Arz +C: , Naz) = B,zh + D:2% } 
(16 -71) 
RP, A ,Ci,… 为 新 的 待定 复 系数 ,其 实 部 和 虚 部 仍 表 示 为 
式 (16 -52) 的 形式 。 将 式 (16 - 71) 代 入 式 (16 - 38)、 式 (16 - 39) 
和 式 (16 - 44)、 式 (16 -45) 以 及 式 (16 -47)、 式 (16 - 48) ,可 得 各 
待定 系数 间 的 关系 如 下 : 
AP = BP = AP = BP = 0 
AP = AJ, BID = AB. BP = RAP 
CI” = gx C; + gn DP , DIP = ga C; + gs D° 
CiU= aC, DP=gAP, DP =G 
(16 - 72) 
这 就 是 对 应 于 每 一 个 本 征 值 ,待定 系数 所 需 满足 的 关系 。 其 中 的 
系数 为 
f = fs + fafs» fe = fe + fa fs 
Ault fs +t frs) 一 < 


fs 4Hp( fos tefa) — 1 

6 —1 __B+l 
fe = Tea f MB CBD 
f 8 —1 Añ +1 
46 


EIC ET SEE 人 一 一 7 
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_ _ G+ D = J ñ G(e+ 1) 
£: 4pCaB — t)’ g 4ulti p — tB.) 
— _k 一 2pp f 1 + 2up: 
BST pp) EY dp pa) 
gé == K— 2ppı , ga 1 + 2gp: 
O eh b) 7 O delpha = p) 


可 见 , 对 于 半 整 数 本 征 值 À, =n/2, 独 立 的 待定 系数 为 A41 ;对 于 
整数 本 征 值 =n, 独立 的 待定 系数 为 CE C; 和 D? 。 
其 次 ,求解 关于 指数 函数 待定 系数 的 齐 次 线性 方程 组 
式 (16 - 61) 至 式 (16 - 68)。 可 以 看 出 以 上 方程 中 不 含 *, 即 对 于 
任意 * 关 0, 只 要 式 (16 - 61) 至 式 (16 - 68) 所 确定 的 系数 间 的 关系 
成 立 , 分 层 表 面 与 层 间 的 条 件 即 可 得 到 满足 。 不妨 取 A= 1, 
式 (16 - 51) 中 的 指数 函数 改写 为 
@j (zi) = Ee", a(z) = Fie? 
Prlz) = E, Nn (z) = F,e* 
式 中 , El, E:,… 为 新 的 待定 复 系数 ,其 实 部 和 虚 部 仍 表 . 示 为 
式 (16- 52) 的 形式 ,将 式 (16 -73) 代 入 式 (16 - 38)、 式 (16 -39)、 
式 (16~44) 式 (16 - 45) 以 及 式 (16 -47)、 式 (16 -48), 可 得 各 待 
定 系数 间 的 关系 如 下 : 


} (16 -73) 


EP = gE +g FP, FP = gu ER + gu F® | 
EP = g E: , FY Sg E, FP = EP 
(16 -74) 


可 见 指数 函数 中 的 独立 待定 系数 为 ER , Es! 和 Fi, 
引入 新 的 待定 系数 ,根据 式 (16 -72) 和 式 (16 -74) ,将 两 类 复 
变 函 数 中 的 独立 待定 系数 表示 为 
Ailia = Pk, COR +iC = QD + iQ 
DÈ = T. (m = 1,2,3,.…) 
FD +i Et = R® + R°!) š FPS = s 
(16-75) 
561 


Ú 断裂 与 损伤 力学 


将 式 (16 -72) 与 式 (16 - 74) 分 别 代 入 式 (16 -71)、 式 (16 -73), 再 
代入 式 (16 -38)、 式 (16 - 39) 和 式 (16 - 44)、 式 (16 - 45) ,并 考虑 
到 式 (16 -75), 得 到 位 移 场 与 应 力 场 的 本 征 展开 式 如 下 :. 

M 
up => APPR + 5) ERRER (0) +SP (0) + 


m=l aal 


TmT im (0) ] HRP oR (r,0) HRE b? (r,0) + St d, (r,0) 
(16 - 76) 


M 
Tn = -> PEPP gin (O) + 2 ORAE O) + Qh O + 
一 1 


Te 和 (9)] 十 Ra 名 (Cry9) HRDP a (r,0) + St) ci Cr,0) 
(16 - 77) 
式 中 ,函数 8 各 (9) 等 为 已 知 函 数 ; 为 层 号 ;M 为 展开 式 所 取 项 
数 。 位 移 场 和 应 力 场 的 本 征 展 开 式 精确 满足 了 所 有 基本 方程 .分 
层 表 面 边 界 条 件 以 及 层 间 连续 条 件 。 
由 式 (16 -77) 可 见 ,mm 一 1 的 项 即 为 奇异 项 ,分 层 前 沿 的 奇异 
应 力 场 为 


o, =0, o, 


yl 


no = riB f, +Bf VPI 
(16 - 78) 
见 , 只 存在 单调 奇异 的 切 应 力 ,相应 的 应 力 强 度 因 子 定义 为 
Kı = lim VZETO yi bo 一 VZx(p f, +B f.) Pil 


(16 -79) 


= os [25 


x n 


16.2.4 应 力 强 度 因子 变 分 解法 


与 16. 1 节 相 同 , 采 用 分 区 广义 变 分 原理 近似 满足 分 层 表 面 以 
外 的 边界 条 件 。 由 于 所 有 基本 方程 分 层 表面 静 力 边界 条 件 、 位 移 
连续 条 件 与 层 间 连续 条 件 预 先 精确 满足 ,分 层 表 面 以 外 的 边界 条 
件 可 表示 为 
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2 2 


>|. (gynj; — P.) i Šua ds — >| (ua — Uir) Öjan ads = 0 


a6 - 80) 

式 中 ,k 二 1,2, 为 层 号 ;pi 为 静 力 边界 Sa 上 的 已 知 边界 力 ;wis 为 位 
BUR Sw 上 的 已 知 位 移 。 上 式 中 只 有 线 积分 而 无 面积 分 ,计算 
简单 .方便 。 

由 式 (16 - 80) 可 得 关于 位 移 场 和 应 力 场 中 所 有 待定 系数 的 线 
性 方程 组 ,求解 可 得 所 有 待定 系数 。 当 项 数 M 足够 时 ,奇异 应 力 
场 的 系数 随 项 数 的 增加 呈 稳 定 态势 ,这 就 是 收敛 的 应 力 强度 因子 。 
同时 ,也 可 确定 位 移 场 与 应 力 场 收敛 解答 。 

计算 例题 : 

在 图 16 - 5 中 , 取 外 载荷 为 

b =— P» b: = (a+ b)p 

式 中 ,p 为 载荷 因子 。 

每 层 材料 常数 (1 方向 表示 纤维 方向 ) 为 

En =137.9GPa, E» = E,, = 14. 48 GPa 
Gr = 5. 86 GPa, vz = Vis 一 ws = 0. 21 
考虑 到 应 力 与 载荷 呈 线 性 关系 ,将 应 力 强度 因子 写成 
Kı =VX, X= (AA +h O 于 

层 合 梁 及 其 分 层 大 小 以 量 纲 为 1 的 尺寸 形式 给 出 。 不 同情 况 
下 XX 随 项 数 M 增加 的 收敛 情况 如 表 16 - 6 至 表 16 - 8 所 列 。 在 
式 (16 - 80) 中 所 取 数 值 积分 收敛 精度 为 10-。 


表 16-6 应 力 强度 因子 Ki 的 收敛 情况 之 一 
[a = 0.257 1,b = 0.514 1,h =h,= 0.128 8) 
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#16-7 SHARAF K 的 收效 情况 之 二 
{a=0.257 1,b=0.386 4,h, =h,=0.128 8) 


表 16-8 应 力 强度 因子 Ki 的 收效 情况 之 三 
(a=0.257 1,b=0.386 4,h, =h, =0, 128 8) 


以 上 计算 表明 , 当 取 到 4,5 项 时 ,所 得 应 力 强度 因子 即 可 满足 
收敛 精度 要 求 。 


16.3 复合 材料 层 合板 平面 复合 型 分 层 
问题 解析 变 分 解法 


16.3.1 力学 模型 的 建立 


图 16 - 6(a) 表 示 对 称 正 交 铺 层 复合 材料 层 板 受 轴 向 拉力 作 
用 的 情况 , 层 间 分 层 为 边缘 穿 透 分 层 。 由 于 层 板 沿 厚 度 方 向 的 非 
均匀 性 ,通过 施加 面 内 附加 载荷 ,可 将 其 受 力 状态 分 为 (a) 与 (8) 两 
种 状态 ,如 图 16 - 6(b),(c) 所 示 。 在 4a) 状 态 中 ,在 原 有 外 力 与 附 
加 载荷 作用 下 ,经 典 的 直 法 线 假设 成 立 , 层 板 中 不 存在 层 间 应 力 ; 


在 (8) 状 态 中 , 层 板 具 有 层 间 应 力 , 这 是 产生 分 层 以 及 导致 分 层 扩 
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展 的 原因 。 下 面 对 (B) 状 态 进行 研究 。 附 加 载荷 集 度 p. 可 由 经 典 
层 合板 理论 确定 。 这 里 从 略 , 请 读者 自行 推导 。 


b) (a) 状态 (c) (8) 状态 


图 16-6 ”对称 正 交 铺 层 复合 材料 四 层 板 受 力 状态 的 分 解 
在 图 16 -6(c) 中 ,利用 四 层 板 横 截面 的 双 对 称 性 , 取 其 1/4 建 
立 力 学 模型 ,如 图 16 - 7 所 示 。 第 一 层 ( 分 层 以 上 部 分 ) 为 正 交 各 
向 异性 层 ,第 二 层 (分 层 以 下 部 分 ) 为 横 观 各 向 同性 层 。 


图 16-7 ”对称 正 交 由 层 板 受 拉 分 层 力 学 模型 
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16.3.2 基本 条 件 与 本 征 展开 


与 16. 2 节 中 平面 剪 切 型 分 层 问 题 相 比 可 见 , 在 平面 复合 型 分 
层 问 题 中 ,只 是 边界 条 件 ( 包 括 需 精确 满足 的 分 层 表面 边界 条 件 与 
只 能 近似 满足 的 其 他 条 件 ) 发 生 了 变化 。 因 此 ,两 层 板 内 位 移 与 应 
力 的 复 变 函数 表达 式 仍 由 式 (16 - 38) . 式 (16 - 39) 和 式 (16 - 45)、 
式 (16 -46) 表 示 。 
根据 图 16 - 7 所 示 模 型 , 层 间 连续 条 件 与 分 层 表面 边界 条 
件 为 
(u, +iu,), = (u, + iu,); 
(co 一 ix ) 一 (co 一 ico): 
(cm — idy), = 0 (0 = x) 


1 
(@=0)) (6-81) 


} (16 -82) 


(om — idy) = 0 (0 =— x) 
下 面 用 本 征 展开 方法 确定 位 移 场 与 应 力 场 的 本 征 展开 式 。 
由 于 力学 模型 中 存在 位 移 边界 ,所 以 位 移 与 应 力 解答 的 复 变 
凶 数 应 包含 须 函 数 与 指数 函数 这 两 类 , 即 令 
@ (=) = Pu (z) + Pa C), h (z, ) = ón (zx) + @n (zz ) } 
@ (z) = palz) + @x (z), Na (z) = (h: (z) + Q, (z) 
(16 - 83) 
式 中 
gu (z) = Az HBA, u (z) = C, 2 + D, 2; } 
pl) = AZ HBl, Nele) = Ge + D,Z 


(16 -84) 
Pa (z) = Er Fie, — da (z) = G e He 
@ (z) = Eze + Fr, (L, (z) = G,e* + H, e 1 
(16 - 85) 


式 中 ,函数 的 第 一 个 下 标 表 示 函 数 类 型 ,第 二 个 下 标 表 示 层 号 ;4 
为 复数 ; As Bi, … 为 待定 复 系数 ,其实 部 和 虚 部 表示 成 
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式 (16 - 52) 的 形式 。 


定义 如 下 的 实 常数 : 

f 1— BÉ £ 2 Rt 

k 2(8 一 及 )” 2 23( 有 一 及) 
1—6 _ _B+1 

d = A “= ñ) 


su = 2( pibe T xd), — sx = 2(bib, + pdi) 
sa = 2(tib; + t.d,), 522 =— 2(tib, + t; d,) 
Q = (2ps — K) (2s — 1) + (2usu — 1) (2#s; — 6) 
Q, = 2[ C2ps1 — 1) (22 — 1) + (2ps1 — e) (2ps — K) ] 
采用 与 16. 2 节 相同 的 做 法 ,将 式 (16 - 84)、 式 (16 - 85) 分 别 代 
人 式 (16 - 38) (16 - 39) 和 式 (16 -45) (16 - 46) ,得 到 以 宕 函数 、 指 
数 函数 表示 的 位 移 和 应 力 分 量 。 使 其 满足 分 层 表面 与 层 间 的 条 件 
RAG - 81)、 式 (16 - 82), 可 得 关于 寡 函 数 .指数 函 数 中 待定 系数 的 
齐 次 线性 方程 组 。 这 一 推导 过 程 与 16.2 WAM ERARE. 
根据 上 述 两 类 关于 待定 系数 的 齐 次 线性 方程 组 具有 非 零 解 的 
条 件 , 可 得 本 征 值 以 及 待定 系数 间 的 关系 。 现 分 别 叙述 如 下 。 
第 一 ,关于 寡 函 数 待定 系数 的 齐 次 线性 方程 组 具有 非 堆 解 的 
条 件 共 有 两 个 。 
(1) 第 一 个 条 件 
Q. 7 +Q,?+ Q, = 0 (16 -86) 
式 中 ,系数 ! 与 本 征 值 M; 表示 为 
TEEN = rR +i» À, = Àr +i; (16-87) 
从 而 ,本 征 值 表 示 为 
el cos (2nAg) = r» e 224 sin (2rhR) = 9, 
(16 -88) 


(2 一 1, 3,5，…) 


nl myn 
Àr = £ + 2 zeretan Me + 2 


Ài = 一 去 in G + ñ ) 


(16 -89) 
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求解 式 (16 - 86) ,可 得 
m. 一 -+ ye Q a (16 - 90) 
上 式 又 可 分 为 两 种 情况 : 
O f= 多 一 4Q >0。 此 时 ,7 具有 两 个 互 为 倒数 的 实 根 n, 
ri à RAPAE K IYER AR Ai rAz RP 
m 一 0， mm = 1, n = îr» e=0 
由 于 对 应 于 An ,hz 的 复 变 函数 表达 式 具 有 相同 的 形式 ,所 以 
只 取 ,hs 中 的 一 个 即 可 ,并 用 4 表示 。 
© f=& 一 4Qi<0。 此 时 ,7 具有 两 个 复 根 ,而 为 实数 , 即 
7 #0, m +m = 1, A1 = 0, e 0 
(16 -91) 


可 见 , 当 Ai 天 0 时 ,一 到 :而 当 ) 一 0 时 一 全 十 es 
(2) 第 二 个 条 件 
e 忆 一 1 一 0 (16 -92) 
求解 得 
Àz =+ (n = 2,4,6,."*) (16 -93) 


可 以 证 明 ,应 变 能 有 界 条 件 要 求 式 (16 ~ 89) 、 式 (16 - 93) 中 的 
n>0, 
对 应 于 ,在 系数 间 存 在 如 下 关系 : 
A= fB, CG = B, D, =— f, /nB, = #B, } 
A = fi B, B, = f:Bz, G = fsB,, D. = fB: 
(16 - 94) 
式 中 


(2ps1z 一 <) + (24s 一 1)7 
fs sn — 1) + øsi — 1N fi b, fs/0+ b, 


fe =bfs+b T fi=dfs/ytd, fa = di f + d, 
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对 应 于 ): ,系数 间 关 系 为 
(Af + B®) = h (AP + Bš) 
(Af +Bil)) = h, (A$P + BY) 
(CP DP) = h, (AP + BP) 
(Ci! DIO) = h (A;!) +B) ) 
(CP + DR) =— (AP + B®) 
(CP + D;!?) = (A$P +B) 


(16 - 95) 


式 中 
x 十 1 
h 4ul pi — b: ) M Shi 
R+) __ A 
h S Gank nA TTR" 


第 二 ,关于 指数 函数 中 待定 系数 的 方程 组 中 不 包含 4, 表明 只 
要 天 0, 以 指数 函数 表示 的 位 移 和 应 力 即 可 满足 分 层 表面 边界 条 
件 和 层 间 连续 条 件 。 同 时 ,该 方程 组 中 有 两 个 方程 是 不 独立 的 , 求 
解 可 得 各 待定 系数 间 存 在 如 下 关系 : 

H, =— E,, G, =—F,, G, +H, =— (E, +F,) 

G kas H, =— ĥ/&(E, — F.) 

E, +F, = hi (E, +F,), E, — F, = h, (E, — F;) 


(16 -96) 
不 妨 取 4 一 1, 并 令 
E, + F, = R = R® +iR'D (16 -97) 
于 是 ,指数 函数 中 的 待定 系数 表示 为 


G, +H: =—R,, E, +F, = h, R® Fih R”? 
G +H, = hR® +ih RO } 
(16 - 98) 
H TREDE , HERBO B0 52 E # SK R A 
Boomi = Pn = PP HPY 
Aran HBr = Q. = Qe HR MT 2s} 
(16 - 99) 
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这 样 , 就 得 到 了 本 征 值 以 及 相应 的 系数 间 关 系 。 根据 
式 (16 -84)、 式 (16 -85) 与 式 (16 - 38) . 式 (16 - 39) . 式 (16 -45)、 
式 (16 -46) ,并 考虑 到 
zr = [cos Qy In r) +isin (A; In r) Je 21 (16 - 100) 
AE R EEEE 


ua -5 r= (LPR R (0) + PSD SID (0) Jcos (A; In r) + 


m=1 


[— P®s (0) 十 PSI R (0) Jsin (A; ln r)) + 


M 
D r" [LQ (0) + QUIS (0) ] + 


m=) 


Rg HRDO qt (r,0) (16-101) 
On = > r= CPR gW, (0) + PSU gS (0) cos Q i In r) + 
m=l 


[— PP gih (0) + PS gR (0) Jsin A; In r)) + 
M 
D>) r= [Qin CO) + QS (0) ] + 


RP pR (r,0) + R phl’ CrO) (16 - 102) 
式 中 ,关于 9 的 函数 为 已 知 函数 。 式 (16 - 102) 中 m=1 的 项 为 奇异 
项 ,系数 PEPP 即 为 奇异 应 力 场 的 控制 量 ( 广 义 应 力 强度 因子 )。 
以 下 讨论 式 (16 - 89) 中 本 征 值 的 两 种 情况 。 
O 当 材 料 常数 满足 f= 一 4 二 0 时 ,本 征 值 , 为 复数 ,分 
层 尖端 延长 线 上 的 奇异 应 力 场 为 
om | = lo = r IC + f. + f. + fo) ， 
[CP +2)LPfU cos (A; ln r) + 
(Pí — 241 P{® )sin QA In r)] (16 - 103) 
to =0m2 |oo = HA — f) +BC(f, SO]. 
[(P{P — 2A; Pt1D)cos Q í In r) + 
(P® 十 2A1 P{P sin QA ln r)] (16 - 104) 


o, 


‘zyl 
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可 见 , 应 力 场 具 有 振荡 奇异 性 ,奇异 性 阶 次 为 一 1/2。 
显而易见 ,分 层 尖端 附近 应 力 场 的 振荡 奇异 性 必然 导致 分 层 表 
面 法 向 位 移 的 “互相 穿 人 ”, 这 显然 是 不 合理 的 。 但 是 ,就 所 讨论 的 
平面 复合 型 分 层 问 题 而 言 ,这 个 问题 属于 小 范围 问题 ,并 且 可 以 通 
过 在 裂 尖 附近 引入 “接触 区 模型 ”予以 解决 。 详 细 讨论 见 16.4 节 。 
D 当 材料 常数 使 得 f/—Q;— Q < 0 时 ,由 式 (16 - 91) I 
à, 一 0, 而 s 夭 0。 可 见 , 此 时 分 层 尖端 附近 应 力 场 仅 具有 单调 奇异 


性 , 且 奇 异性 阶 次 由 一 广 变 为 。 一 十 。 应 力 强 度 因子 可 定义 为 


K = lim Vartop |,, = VEES + fx + fi + SOPP 
(16 - 105) 
me lim Vanri gm |: TS VB: (f, — f.) HR — f.) JPiP 


(16 - 106) 


16.3.3 应 力 强度 因子 变 分 解法 


根据 16.2 节 介 绍 的 分 区 广义 变 分 原理 ,对 于 同时 存在 静 力 与 
位 移 边界 的 情况 ,分 层 表 面 以 外 的 边界 条 件 可 表示 为 


2 2 
5f Cogn, — Pirdua ds 一 >] (ua — ua)d0unads = 0 
kmi Y Spa k=1J Sa 


(16 - 107) 
式 中 ,k= 二 1,2, 表 示 层 号 ;pa 为 静 力 边界 S, EBE HI LJ u, H 
位 移 边 界 Sw 上 的 已 知 位 移 。 
由 上 式 可 得 关于 位 移 场 和 应 力 场 中 所 有 待定 系数 的 线性 方程 
组 ,求解 这 个 方程 组 可 得 所 有 待定 系数 。 当 项 数 M 足够 时 ,奇异 
应 力 场 的 系数 随 项 数 的 增加 呈 稳 定 态 势 ,这 样 就 得 到 了 收敛 的 奇 
异 应 力 场 控制 量 ( 广 义 应 力 强度 因子 )。 同 时 ,也 可 确定 位 移 场 与 
应 力 场 的 收敛 解答 。 
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计算 例题 
在 图 16 -7 的 力学 模型 中 ,外 载荷 表示 为 
Pa =— P>» bz = P 
式 中 ,zp 为 与 载荷 相关 的 常量 。 
每 层 材 料 常数 (1 方向 表示 纤维 方向 ) 为 
En = 137.9 GPa, Ey = E, = 14. 48 GPa 
G = 5. 86 GPa, h = VWs = Ys = 0.21 
计算 求 得 特征 值 的 虚 部 为 
à; = 0.069 015 
在 这 种 情况 下 ,分 层 尖端 附近 应 力 场 具 有 振荡 奇异 性 。 考 虑 到 应 
力 与 载荷 呈 线 性 关系 ,将 奇异 应 力 场 控制 量 表示 为 
PP = pX, PP? = pY 
假定 分 层 尖 端 邻 域 处 于 平面 应 变 状态 。 下 面 给 出 层 板 的 量 纲 
为 1 的 尺寸 取 不 同 值 时 ,X,Y 随 项 数 M 增加 的 收敛 情况 ,如 
表 16 - 9 至 表 16 - 11 所 列 。 在 式 (16 - 107) 中 所 取 数 值 积 分 收敛 
精度 为 EPS 王 10 一 。 
表 16-9 奇异 应 力 场 控制 量 的 收效 情况 之 一 
{a=0.082 2,b=0. 164 5,h, =h, =0. 164 5) 


6 7 


+ 
—0.310 9| 一 0.312 3 


0.837 3 


12 


0.305 7 |—0.314 8| 一 0.311 6|—0. 327 0| 


0.8380 | 0.837 3 | 0.8380 | 0.833 6 
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表 16 - 10 奇异 应 力 场 控制 量 的 收敛 情况 之 二 
(a=0. 082 2,b=0. 329 0,h, =h, =0. 164 5) 


1.0186 | 1.0165 


表 16 -11 奇异 应 力 场 控 制 量 的 收敛 情况 之 三 
(a=0.257 1,b=0.386 4,h, =h, =0. 128 8) 


i 061 9|—0. 715 4|—0.944 1|—o. 728 0|—0. 742 4 


YX100 | 一 3.829 4| 一 0.811 4| 1.160 9 
一 0.760 3 
1.042 1 


由 上 述 计 算 结果 可 以 看 出 , 当 应 力 与 位 移 展开 式 取 5 项 左右 
后 ,奇异 应 力 场 控制 量 已 基本 收敛 。 尤 其 是 数值 较 大 的 一 个 ,收敛 
得 更 好 。 计 算 中 还 发 现 , 当 取 9 项 时 ,奇异 应 力 场 控 制 量 出 现 比较 
大 的 “跳动 ”, 但 此 后 结果 并 未 发 散 , 而 是 “波动 ”地 趋 于 稳定 。 为 
此 ,上 述 计算 中 在 M=9 之 后 ,提高 了 式 (16 - 107) 中 数值 积分 的 
收敛 精度 , 取 EPS 二 5X10-;，。 结 果 表 明 ,数值 积分 精度 的 提高 ,使 
得 奇异 应 力 场 控 制 量 在 “跳动 ”之 后 能 够 很 快 地 趋 于 平稳 ,从 而 保 
证 了 结果 的 收敛 性 。 


—0.772 2|—0.774 1 
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16.4 振荡 奇异 性 与 小 范围 接触 研究 


在 前 面 的 分 析 中 ,将 层 板 内 的 分 层 看 成 层 间 裂纹 ,采用 界面 断 
裂 力 学 方法 进行 了 分 析 。 在 层 板 受 轴 拉 分 层 问 题 中 发 现 , 所 得 层 
间 裂 纹 尖 端 附近 应 力 场 具 有 振荡 奇异 性 , 且 分 层 表面 法 向 位 移 将 
产生 互相 “ 穿 人 ”现象 。 这 一 现象 在 界面 裂纹 问题 中 经 常会 遇 到 。 
这 一 问题 在 物理 上 是 无 法 解释 与 不 可 接受 的 。 它 的 存在 表明 所 建 
立 的 力学 模型 对 裂纹 尖端 附近 应 力 与 位 移 场 的 描述 是 存在 欠 
缺 的 。 

在 界面 断裂 力学 中 ,对 这 一 问题 的 研究 可 分 为 两 类 :一 是 研究 
互相 穿 人 区 的 范围 ,并 分 析 穿 人 区 的 存在 对 解答 的 影响 ,从 而 确定 
解答 的 可 信 程度 。 如 Rice 和 Sihn* 跨 指出 在 一 般 情 况 下 , 穿 人 区 
远 远 小 于 裂纹 尺寸 。 可 以 认为 存在 一 个 包围 着 穿 人 区 的 K 控制 
区 ,在 这 个 区 域内 断裂 力学 的 解答 是 正确 的 ;但 是 对 于 纯 前 状态 下 
的 界面 裂纹 来 说 , 穿 人 区 比较 大 ,其 影响 不 可 忽略 。 另 一 类 研究 则 
侧重 于 建立 新 的 力学 模型 以 消除 振荡 奇异 性 , 如 接触 区 模型 
(Comninou 模型 572)、 界 面 层 模型 等 。 

就 所 研究 的 分 层 问题 而 言 , 反 平 面 剪 切 型 分 层 问题 中 无 振荡 
奇异 性 。 层 合 梁 的 分 层 属于 平面 剪 切 型 的 ,由 于 横向 压力 的 作用 
使 得 分 层 上 下 表面 接触 , 故 不 存在 振荡 奇异 性 ,只 有 正 交 层 板 的 分 
层 问 题 中 存在 应 力 场 的 振荡 奇异 性 与 分 层 表面 法 向 位 移 的 互相 穿 
人 问题 。 

下 面 从 两 方面 进行 研究 :@ 对 正 交 层 板 受 拉 分 层 问 题 ,研究 
分 层 表 面 法 向 位 移 互 相 穿 人 区 的 大 小 ;@ 在 裂纹 尖端 附近 引入 接 
触 区 ,分 析 接 触 区 大 小 对 解 的 影响 。 
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16.4.1 正 交 层 板 分 层 表 面 位 移 穿 入 区 分 析 


根据 16. 3 节 的 分 析 , 正 交 层 板 分 层 表面 法 向 位 移 为 


uy = > rta [cos (Ailn r) PP + sin(à In r) PR Jcos (mz) + 


2 r"bicos (mx)Q;!) + be RD (16 - 108) 
M 

= > rta: [cos Q In DPD + sin Aln r)P ]cos (mz) + 
M 


> r"bicos (mm Qs + be RY (16 -109) 


m=1 
式 中 ,ayas Mb 为 与 材料 相关 的 常数 。 由 此 可 得 分 层 表面 法 向 
位 移 差 
Au, =uy — uy 一 rila 一 az)[cos (à; In r) Pi? + 
sin (à; In r) Pt! J (16 -110) 
式 中 ,下 标 1,2 表示 分 层 上 下 表面 。 对 于 上 节 计 算 的 层 板 ,a, = 
一 1. 966 7,a, =2. 200 6。 
令 
tan g = PiP /PED (16 -111) 
则 
Au, = ri(a — a) (PPY + (Pí Y sin A; lnr+ g 
(16 - 112) 
令 Au, ,可 得 
E= p [ero] Uk Or E ed 2r) 


d6- 113) 
由 此 式 即 可 求 出 穿 人 区 的 大 小 。 
下 面 对 表 16 -9、 表 16 - 10 给 出 的 结果 进行 讨论 。 
算 例 一 ”裂纹 的 量 纲 为 1 的 长 度 c=0.082 2。 取 奇异 场 控制 
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量 的 收敛 值 为 
PŒ =—0.31 x 102, Pi! = 0.83 x 1022 
则 g =— 0.357 4 
代入 式 (16 - 113) 可 得 Au, 的 零点 位 置 , 如 表 16 - 12 所 列 。 为 简 
便 起 见 , 只 给 出 大 于 和 小 于 分 层 区 长 度 的 两 点 位 置 。 
表 16 -12 分 层 上 下 表面 接触 点 的 位 置 


k =] 0 I 
r 3.018x107'8 | 1. 774X10? 


同时 ,计算 给 出 ,在 3. 018X107 <r<1. 774X10 E, Au, >0. 
由 此 可 见 , 穿 人 区 的 尺寸 为 
re = 3.018 X 1078 

算 例 二 ”裂纹 的 量 纲 为 1 的 长 度 a=0.257 1。 取 奇异 场 控制 

量 的 收敛 值 为 
P =—0.74x 10, P? = 1.04 x 102 
则 #=— 0. 618 4 
代 人 式 (16 - 113) 可 得 Au, 的 零点 位 置 , 如 表 16-13 所 列 。 
表 16-13 分 层 上 下 表面 接触 点 的 位 置 


k =ł 0 
r 1. 32x107 7.79X103 


同时 ,计算 可 知 , 在 1.32X10-5<r<7.79X10: 上 ,Ax,>>0。 由 
此 可 见 , 穿 人 区 的 尺寸 为 
re = 1.32 x 107" 

可 见 , 分 层 上 下 表面 接触 点 到 分 层 前 沿 的 距离 ,或 远大 于 分 层 
长 度 , 或 远 小 于 分 层 长 度 , 且 在 r>r 的 分 层 表面 上 和 昼 有 Au, >>0。 
由 此 可 见 ,振荡 奇异 性 与 位 移 穿 人 区 的 影响 范围 非常 小 ,对 解 的 影 
响 可 以 忽略 。 
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16.4.2 正 交 层 板 分 层 问 题 的 接触 区 修正 


为 进一步 分 析 应 力 的 振荡 奇异 性 与 位 移 的 互相 穿 人 对 解答 的 
影响 ,在 正 交 层 板 层 间 裂纹 尖端 附近 引入 接触 区 ,如 图 16 - 8 所 
示 。 工 区 为 裂纹 表面 接触 区 , I 区 为 非 接触 区 (K 控制 区 ); 第 一 层 
为 正 交 各 向 异性 层 ,第 二 层 为 横 观 各 向 同性 层 。 


图 16-8 含 接触 区 的 正 交 展板 分 层 力学 模型 


假定 接触 区 内 裂纹 表面 无 摩擦 , 则 接触 区 内 位 移 场 和 应 力 场 

的 本 征 展开 式 与 层 合 梁 受 侧 压 分 层 情况 相同 。 考 虑 到 接触 区 非常 
小 ,根据 式 (16 - 76) , 式 (16 - 77) ,接触 区 位 移 与 应 力 表示 为 
uh =r? fP (DUP HP Cr DV® EOP ODV? + 


dEr DWY (16 - 114) 
oh =r -Ye (U aR Cr, OVE +a (r,0)V9 + 
R r DWE (16 - 115) 


式 中 ,UP ,VER ,为 待定 系数 ;函数 eR (0), fp O aR (r,0) ee 
为 已 知 函 数 ;一 1,2 ,表示 层 号 ,位 移 与 应 力 函 数 的 上 标 工 表示 接 
触 区 。 根 据 16. 2 节 的 分 析 ,接触 区 内 不 存在 应 力 的 振 葛 奇异 性 与 
位 移 的 互相 穿 人 问题 。 
非 接触 区 内 的 位 移 场 uñ 和 应 力 场 "上 由 式 (16 - 101)、 
式 (16 - 102) 给 出 。 
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上 述 两 区 位 移 场 和 应 力 场 已 经 满足 所 有 基本 方程 .分 层 表面 
边界 条 件 与 层 间 连续 条 件 。 以 下 利用 变 分 解法 确定 位 移 和 应 力 本 
征 展开 式 中 的 待定 系数 ,除了 要 使 裂纹 表面 以 外 的 边界 条 件 得 以 
满足 ,还 要 满足 两 区 之 间 的 交界 条 件 。 

根据 分 区 广义 变 分 原理 ,裂纹 表面 以 外 的 边界 条 件 与 两 区 之 
间 的 交界 条 件 表示 为 
D |f, [om 一 有 ad 一 | Cu — uJ debenndst 


k=1 
Jš Lohn} — ohn} Jõul ds +Í [ud — uf Jõohn} ds} = o 
s S 


(6-116) 

式 中 ,Sm 和 Sw 分 别 为 三 区 的 静 力 与 位 移 边界 ,S* 表示 两 区 在 第 
层 中 的 交界 。 

将 位 移 场 与 应 力 场 展开 式 代 入 上 式 , 得 到 关于 所 有 待定 系数 
的 线性 方程 组 ,求解 可 得 所 有 待定 系数 。 当 项 数 足 够 多 后 ,可 得 到 
收敛 的 非 接触 区 奇异 场 控制 量 和 接触 区 应 力 强度 因子 Ku 。 

应 当 指出 ,所 引入 的 接触 区 主要 是 保证 裂纹 表面 接触 ,至 于 接 
触 区 形状 则 无 特别 要 求 。 为 计算 简便 , 取 接触 区 为 以 裂 尖 为 圆心 、 
ro 为 半径 的 圆 , 如 图 16 - 8 所 示 。 

取 两 区 的 材料 参数 、 非 接触 区 的 外 载荷 与 16. 3 节 相同 , 非 接 
触 区 的 奇异 应 力 场 控制 量 与 接触 区 应 力 强度 因子 表示 为 

PR = pX, Pi = pY 

n 


Kn =V, Z= (Gf, +B f) 


前 面 的 分 析 已 经 表明 接触 区 非常 小 。 但 是 ,为 保证 数值 计算 
得 以 正常 进行 ,应 将 接触 区 尺寸 放大 。 表 16-14. 16 - 15 给 出 
了 层 板 的 量 纲 为 1 的 尺寸 与 接触 区 尺寸 取 不 同 值 时 ,X,Y,2Z 随 项 
数 M 增加 的 收敛 情况 。 
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表 16-14 非 接触 区 奇异 场 控 制 量 与 接触 区 应 力 强度 因子 的 收敛 情况 之 一 
(a=0. 082 2,b=0. 164 5,h, =h, =0. 164 5,r,=a/1 000) 


表 16-15 非 接 触 区 奇异 场 控制 量 与 接触 区 应 力 强度 因子 的 收 伍 情况 之 二 
(a=0.257 1,b=0. 386 4,h, =h, =0. 128 8,ro =a/1 000) 


M | 1 2 3 4 5 6 
L 


XX100 |—1.227 1|—0.058 9| 一 0.712 9|—0. 936 5|—0. 724 0| 一 0.738 6 


YX100 |—3.8110| 0.809 0 | 1.1603 | 1.0887 | 1.0486 | 1.065 6 


Z>x 100 | 一 216.03| 6.583 6 | 7.4630 | 6.1602 | 6.4934 | 6.589 6 


M 7 | 8 9 10 11 12 


X> 100 |—0.740 0|—0.737 1|—0.768 0|—0.647 6|—0. 774 2|— 0.763 3 


YX100 | 1.0386 | 1.041 8 1.0243 [1.3271 1.026 8 | 1.057 1 


ZX100 | 6.3592 | 6.3954 | 6.1518 | 9.0657 | 6.1528 | 6.396 1 


与 表 16-9,. 表 16 -11 相 比 可 见 , 所 得 非 接触 区 的 奇异 应 力 场 
控制 量 与 接触 区 应 力 强度 因子 是 收敛 的 ,并 且 在 ro =a/1 000 的 
情况 下 ,接触 区 对 解答 的 影响 已 经 非常 小 。 如 果 根 据 前 面 的 分 析 
将 接触 区 的 尺寸 实际 大 小 (10-“ 左 右 ) 代 入 ,那么 可 以 推断 所 得 结 
果 必 与 不 含 接触 区 的 情况 相同 ,接触 区 的 影响 可 以 略 去 。 

在 采用 解析 变 分 方法 分 析 分 层 问 题 时 ,基本 方程 .分 层 表面 边 
界 条 件 与 层 间 连 续 条 件 预先 得 到 满足 ,在 变 分 方程 中 只 有 沿 外 部 
边界 的 线 积 分 。 因 此 ,与 一 般 变 分 方法 相 比 ,解析 变 分 方法 可 以 显 
著 提 高 计算 效率 。 有 关内 容 可 见 参考 文献 [16. 8 一 16. 14]。 如 果 
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分 层 区 长 度 与 界面 长 度 远大 于 铺 层 厚度 ,可 进一步 采用 分 区 广义 
变 分 原理 求解 , 详 见 参考 文献 [16. 15],[16. 16]。 解 析 变 分 解法 所 
得 解答 的 正确 性 , 除 进行 收敛 性 验证 外 ,还 可 采用 守恒 积分 进行 验 
证 , 详 见 参 考 文献 [16. 17],[16. 18]. 


[16. 
[16. 
[16. 


[16. 


[16. 


[16. 


[16. 


[16. 


[16. 


[16. 


[16. 


[16. 


1] 
2J 
3] 


4J 


5J 


6] 


1] 


8] 


9] 


10] 


11] 


12] 


580 


参考 文献 


钱 伟 长 . 变 分 法 与 有 限 元 . 上册. 北京 :科学 出 版 社 ,1980. 
胡 海 昌 . 弹性 力学 的 变 分 原理 及 其 应 用 . 北京 :科学 出 版 社 ,1981. 

MUSKKELISHVILI N 1. Some Basic Problems of Mathematical 
Theory of Elasticity. Radok J R M, Trans. Noordhoff, Groningen, 
Holland, 1953. 

PJ 8k J 2k 35 CI. 各 向 异性 板 . 胡 海 昌 译 . 北京 :科学 出 版 社 ,1963. 
WANG SS. Edge Delamination in Angle-Ply Composite Laminates. 
AIAA Journal, 1984, 22(2) :256-264. 

RICE J R, SIH G C. Plane Problems of Cracks in Dissimilar 
Media. Journal of Applyed Mechanics, 1965, 32:418-423. 
COMNINOU M. The Interface Crack. J. Appl. Mech. , 1977, 44; 
631-636. 

张 行 , 陈 宜 歌 . 反 平 面 载荷 作用 下 带 界面 的 不 同 正 交 蜡 性 层 板 的 应 
力 分 析 . 复合 材料 学 报 ,1989 ,6(2) :1-8. 

MENG QINGCHUN, ZHANG XING. Analytical ~ Generalized 
Variational Method of Solution for Delaminations of Laminates. En- 
gineering Fracture Mechanics, 1993, 46(5) :797-805, 

ERKE, KT ERE. 复合 材料 层 合 梁 在 横向 载荷 作用 下 分 层 问 

题 的 解析 一 一 广义 变 分 解法 .复合 材料 学 报 ，1991 ,8(3) :53-60. 

备 庆 春 , 张 行 .复合 材料 层 合 梁 分 层 问 题 中 应 力 强度 因子 与 守 便 积 

分 的 解析 变 分 解法 . 航空 学 报 ,1993,14(3) :Al47-A154. 

ZHANG XING, MENG QINGCHUN. Analytical Variational 

Method about Solution of SIF and Conservative Integral for Delam- 

inations of Laminates Beam. Chinese Journal of Aeronautics, 

1994, 7(1) :23-31. 


[16.13] 


[16.14] 


[16.15] 


[16. 16] 


[16.177 


[16.18] 


第 16 章 正 交 铺 层 层 合板 的 二 维 分 层 力学 研究 Ú 


ERKE, KIT. 对 称 正 交 铺 层 复合 材料 层 板 分 层 ( 剥 离 ) 问 题 的 解 
析 一 一 广义 变 分 解法 . 复合 材料 学 报 ，1990,7(3) :51-59. 

ERE IKI. 界面 裂纹 问题 的 解析 一 一 变 分 解法 及 其 在 复合 材料 
盖 板 胶 接 件 中 之 应 用 . HEHP FR, 1993, 14(1) :45-53. 

孟 庆 春 , 张 行 . 含 层 间 短 裂纹 的 对 称 正 交 层 合板 的 解析 一 一 分 区 广 
义 变 分 解法 .力学 学 报 ,1995,27(2):1-7. 

ERE, KI. 含 层 间 长 裂纹 的 对 称 正 交 层 合板 的 解析 一 一 分 区 广 
义 变 分 解法 . 计算 结构 力学 及 其 应 用 ,1995，12(2) :152-159. 
MENG QINGCHUN, ZHANG XING. Analytical-Variational and 
Generalized Weighted Conservative Integral Method on Solution of 
Interfacial Cracks with Their Applications to Bi-Metal Glued 
Joints. Engineering Fracture Mechanics, 1995, 52(6):1127-1137. 
3 4T KE. 含 界面 裂纹 的 不 可 压缩 双 金 属 胶 接 件 的 解析 变 分 守 
恒 积 分 解法 , 力学 学 报 ,1994,26(4) :416-423. 


581 


F175 428 E GAB0 = 


分 层 力学 研究 


本 章 采 用 解析 变 分 解法 研究 斜 交 铺 层 复合 材料 层 合板 受 轴 
拉 、 侧 压 的 分 层 问题 。 与 正 交 铺 层 情况 不 同 的 是 , 斜 交 层 板 中 存在 
拉 前 耦合 效应 ,这 使 得 斜 交 铺 层 情况 下 的 分 层 不 仅 具 有 平面 张 开 
与 平面 剪 切 形式 的 分 层 , 还 具有 反 平 面 剪 切 形式 的 分 层 。 与 16 章 
相同 ,这 里 仍 讨论 层 板 边缘 穿 透 分 层 问题 。 

Wangi ,Soun 7 对 这 一 问题 的 奇异 场 进行 过 分 析 , Wang 
还 利用 边界 配置 法 求 得 了 应 力 强度 因子 。 但 由 于 他 们 均 是 以 三 向 
应 力 状态 为 基础 ,在 广义 平面 变形 情况 下 进行 分 析 , 所 要 求解 的 特 
征 方程 比较 复杂 ,对 上 述 三 种 分 层 形式 的 应 力 奇 异性 的 分 析 也 很 
笼统 。 为 此 ,根据 从 加 原理 ,采用 参考 文献 [17. 3] 中 分 析 层 间 应 力 
的 方法 将 引起 分 层 的 状态 分 离 出 来 ,再 将 这 一 状态 分 解 为 平面 变 
形 与 反 平 面 变形 两 种 状态 。 这 不 仅 使 分 析 大 为 简化 ,而 且 对 奇异 
应 力 场 的 分 析 也 变 得 更 加 清晰 。 同 时 ,对 于 对 称 角 铺 层 层 板 的 分 
层 问 题 ,给 出 了 更 为 简单 合理 的 结果 。 


17.1 反 平 面 剪 切 型 分 层 问 题解 析 变 分 解法 


17.1.1 力学 模型 的 建立 


对 称 斜 交 层 板 的 受 力 状 态 如 图 17 - 1(a) 所 示 。 与 正 交 铺 层 
人 情况 相同 ,可 将 图 17 -1Ca) 所 示 状 态 分 解 为 (a) 与 (6) 这 两 种 状态 ， 
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如 图 17-1(b),(c) 所 示 。 在 (c? 状 态 中 ,在 原 有 载荷 的 基础 上 施 
加 附加 外 力 ,使 得 经 典 的 直 法 线 假设 成 立 , 以 保证 层 板 中 无 层 间 应 
力 ; 在 48) 状 态 中 ,由 于 附加 外 力 的 单独 作用 ,使 得 直 法 线 假设 不 再 
成 立 , 层 板 具有 层 间 应 力 , 它 将 导致 层 板 在 工作 中 产生 分 层 。 本 章 
中 ,只 研究 能 导致 分 层 的 (8) 状 态 。 


(a) 层 板 的 基本 受 力 状态 


(b) ( a ) 状态 (c) (B) ARA 


图 17-1 对 称 斜 交 铺 层 复合 材料 层 板 受 力 状态 分 解 
由 于 斜 交 层 板 在 受 拉 过 程 中 存在 拉 剪 耦合 效应 ,所 以 进一步 
将 (B) 状 态 分 解 为 48 ) 与 4 及 ) 两 种 子 状态 ,如 图 17 - 2(a),(b) 所 
示 。 在 《有 状态 中 只 有 反 平 面 变 形 , 即 只 有 y 方向 的 离 面 位 移 v， 
而 wx=0,x:=0; 在 (及 状态 中 只 有 平面 变形 , 即 只 有 xz 与 z 方向 
的 面 内 位 移 w; 与 x, 而 wy 二 0。 由 于 层 板 y 向 较 长 , 故 4B 状态 可 
看 成 是 反 平面 前 切 (于) 型 界面 裂纹 问题 ,而 (Bb) 状态 可 看 成 是 平 


面 张 开 与 平面 剪 切 ( I- 卫 ) 复 合 型 界面 裂纹 问题 。 本 节 研 究 反 平 
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面 剪 切 问题 ,而 及 > 状态 中 的 平面 前 切 与 平面 复合 型 分 层 问题 在 
17.2 节 和 17. 3 节 研 究 。 


(a) (8,) 状态 (b) (8) 状态 


图 17 -2 导致 层 板 分 层 的 两 种 载荷 状态 
对 于 代表 反 平 面 变形 的 (8 状态 ,利用 层 板 变形 的 双 对 称 性 
建立 力学 模型 ,如 图 17 - 3 所 示 。 在 每 一 层 板 中 建立 材料 主轴 坐 
标 系 O8I5 ,其 中 # 轴 与 该 层 材料 的 纤维 方向 平行 ,而 《 轴 与 z 轴 重 
合 。 可 见 ,$ 轴 与 y 轴 夹 角 即 为 铺 层 角 , 设 为 Y。 下 面 将 Oryz 称 
为 结构 主轴 坐标 系 或 总 体 坐 标 系 。 


图 17-3 层 板 反 平面 分 层 的 力学 模型 
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17.1.2 支配 方程 与 复 变 函 数 通 解 


首先 ,采用 弹性 力学 的 位 移 解法 ,建立 斜 交 层 板 反 平 面 变形 状 
态 下 位 移 与 应 力 的 表达 式 。 
在 结构 主轴 坐标 系 中 ,只 有 y 向 位 移 分 量 不 为 零 


u, 一 u,(x,z) (17-1) 
根据 几何 方程 ,相应 的 应 变 分 量 为 
1 /9u 1 /9u, _ 
s= pla) ° = +[32) Tap 


利用 位 移 的 转换 关系 ,在 材料 主轴 坐标 系 中 ,位 移 分 量 为 
Ug 一 uycos Y = zxe(Zyz) 
u, = uysin Y 一 u,(=z,z) (17-3) 
u =u, = 0 


根据 几何 方程 ,相应 的 应 变 分 量具 有 如 下 形式 : 


Eg 一 =, Eey ; (2+2), Eg = 1 (2 +2) 


97 ə 2\at aé 
3u 1 /9u, , Ju 
r 一 了 (com £ 
Eman wT (32 + 37) 
9 
et 一 SE 
7-4) 
将 式 (17 -3) 代 和 人 式 (17 -4) ,并 考虑 到 式 (17 - 2) ,可 得 
Ee = 2e;,sin Ycos Y, Em =— 2E, sin 7cos 7, Egy =0 } 
ert = Ep Sin Y, ere = E COS Y, Een = Eny (sin? y — cos’ Y) 
(17-5) 


由 于 应 变 能 密度 是 与 坐标 转换 无 关 的 标量 , 故 以 下 等 式 成 
立 , 即 
20wé€y 二 20rery = Cete + Oem 十 arreg 十 2oxey + 
20veere 十 20erEen (17-6) 
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将 式 (17 - 5) 代 入 式 (17 - 6), 有 结构 主轴 坐标 系 中 的 应 变 分 量 
如 下 : 
ax = asin Y+ recos Y 
au = (Gs — Opp )sin Ycos Y+ s, (sin? Y 一 cos Y) } 
7-7) 
在 材料 主轴 坐标 系 中 ,由 于 材料 具有 正 交 性 ,以 应 变 表示 应 力 
的 物理 方程 为 
Og = clleee + CizEp 十 Cl3Err» Or = CEng 
Om = C2 Eee F C22€r 十 cz Ore = C55 Egg jor -8) 
Ogg = Cai Ege 十 C32Ep 十 casetg， Cen = Cs6Eey 
式 中 ,系数 cy 可 以 用 单 层 板 的 柔 度 系数 ay 表示 。 
将 式 (17 -8) 代 人 式 (17- 7) ,考虑 到 式 (17 - 2) 与 式 (17 - 5), 
可 得 
Ory 一 2h ry = K, 2u; 
ar 


2 (17- 9) 
Op = Eg = pr a 


式 中 ,系数 上 ,we 为 单 层 板 的 剪 切 弹性 模 量 。 


Fen 一 2ciz + cx: )sin? 2Y + c, cos 2Y | 


Ha = cusin? Y + csscos? Y 
(7-10) 
可 见 , 当 两 层 板 的 铺 层 角 1 |= y | 时 ,两 层 板 的 peo 相 
同 。 这 种 情况 与 含 边缘 裂纹 均匀 介质 的 反 平 面 剪 切 型 裂纹 问题 相 
同 , 这 里 不 予 讨论 。 以 下 仅 考 虑 |7,1 关 |17, | 的 情况 。 
对 于 所 讨论 的 反 平面 问题 ,结构 主轴 坐标 系 中 的 有 效 平衡 方 
程 为 
ac :ac 
Ja + 3 = 0 Q= 


将 式 (17 - 9) 代入 ,得 到 以 位 移 表示 的 平衡 方程 
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A 和 及 Zus =0 7-12) 
为 求解 上 式 , 令 
us = fI) 十 万 (yo (17 -13) 
这 里 ,fi(yi) 为 解析 函数 ,ys 为 如 下 的 广义 复 变 量 
x = z, + iz, = z + px = re (17 -14) 


式 中 ,k=1,2, 表 示 层 号 。 将 式 (17 - 13) 代 入 式 (17 - 12), 可 得 复 参 数 


bi = ib = iJ (17 -15) 
= 


上 述 推导 表明 ,只 要 复 参 数 p, 满足 上 式 , 以 任意 二 阶 可 导 的 
广义 复 变 函 数 f(yi) 表 示 的 位 移 均 可 满足 平衡 方程 式 (17 - 12) 。 
将 式 (17 - 13) 代 入 式 (17 - 9) ,可 得 两 层 的 应 力 表达 式 
Grt = Palfy) HAD] 
Ownk 一 iz, B,[ fiya) — fy 
引入 极 坐标 y = z+iz = re” 
则 由 式 (17 - 14) 可 得 


(17 -16) 


r, = r /cos' 0 + Asin? 0 1 
0, = arctan (Atan 0) 十 nr (n = 2:46) J 
KI — 17) 


17.1.3 基本 条 件 与 本 征 展开 


层 间 连续 条 件 与 分 层 表 面 静 力 边界 条 件 为 

0=0 处 Uy =u; S.A = O02 (17 -18) 
0=x= 4h Oa =0 ü 
PS-a ji 29 (17 -19) 


一 般 而 言 ,由 于 存在 混合 边界 条 件 , 分 层 尖 端 位 移 不 为 零 ,所 
以 复 变 函数 应 分 为 筹 函 数 与 指数 函数 这 两 类 , 即 令 
SaD) = fu (y) + fay) (17 - 20) 
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式 中 
fu (y, = Ayh + Biys (17-21) 
fa (Q) = C,e% + Die™ 7-22) 
式 中 的 待定 系数 A ,B,C Di 以 及 4 为 复数 ,函数 的 第 一 个 下 标 
1 和 2 表示 函数 类 型 ,第 二 个 下 标 RCR 一 1,2) 表 示 层 号 。 
将 式 (17 - 21), R (17 - 22) 分 别 代入 式 (17 - 13) 和 
式 (17- 16) ,再 代入 式 (17 -18) 和 式 (17 - 19) 可 得 关于 圭 函 数 待 
定 系数 和 指数 函数 待定 系数 的 两 组 齐 次 线性 方程 组 。 
根据 关于 寡 函 数 待定 系数 的 齐 次 线性 方程 组 具有 非 零 解 的 条 
件 可 知 ,只 有 特征 值 4 为 实数 , 解 才 有 意义 。 于 是 , 式 (17 - 21) 中 
KRAKA E A 


Fuy) = Ayh (17 - 23) 
相应 的 方程 组 具有 非 零 解 的 条 件 为 
sin 2A — x = 0 (17 -24) 
求解 并 考虑 到 应 变 能 有 界 条 件 ,可 得 特征 值 
1= 7 (n= 1,2,3,=) (17 - 25) 
当 为 奇数 时 ,特征 值 为 半 整 数 ,待定 系数 关系 为 
=mi G=1,2,3, (17 - 26) 


Am = A =o, A= tA 4G7-27) 
而 5 一 生生 。 当 ， SBS ERDEI E ESO ERS 


à =m (m=1,2,3,) (17 - 28) 

Ain = At =0, AR = Am 7-29) 

通过 观察 可 以 发 现 , 在 关于 指数 函数 待定 系数 的 齐 次 线性 方 

程 组 中 不 含有 和。 这 说 明 只 要 指数 函数 的 待定 系数 之 间 满 足 一 定 

的 关系 ,任意 的 10 均 可 使 边界 条 件 式 (17 - 18)、 式 (17 - 19) 得 

以 满足 。 不 妨 将 特征 值 取 为 ==1, 则 式 (17 -22) 中 的 指数 函数 改 
写 为 
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for yi) = Cre” (17 - 30) 
求解 与 此 相应 的 线性 方程 组 可 得 
CiD = Ch = 0, Ci: = CP (17 - 31) 
将 上 述 待定 系数 表示 为 
A =P AW =Q. cm 一 cp-R 
(17 - 32) 


则 可 得 复 变 函数 的 特征 展开 式 ,并 进而 得 到 位 移 与 应 力 的 特征 展 
开 式 如 下 : 


M 
ux = DL sun OP, H rt am COQn J+ q, Cr OR 
(17 - 33) 
L 3 
s, = DÈ gayim (0) Pn +r hasim OQ, J pe (r,0)R 
m=1 
(17 - 34) 
x 3 
sa = JO [È g... (0) P, Hr h pin (0)Q,J4+ Paa (r.0)R 
m=] 


(17 - 35) 

式 中 ,syxm (9),，… 为 已 知 函 数 ,mm 一 1 的 项 即 为 奇异 项 。 可 见 , 分 层 

前 沿 附近 应 力 只 具有 单调 奇异 性 ,相应 的 应 力 强度 因子 定义 为 
Ku = lim Varom |，, =—V2maaB tP, (17-36) 


17.1.4 应 力 强度 因子 变 分 解法 


为 确定 待定 系数 Pu。 ,Q., 尺 ,要 应 用 变 分 方法 满足 裂纹 表面 以 
外 的 边界 条 件 。 考 虑 到 所 有 基本 方程 . 层 间 连续 条 件 与 裂纹 表面 
静 力 边界 条 件 均 已 预先 满足 ,根据 式 (16 - 80) ,裂纹 表面 以 外 的 边 
界 条 件 可 以 用 分 区 广义 变 分 原理 表示 为 
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2 
èl, = >|. Clayn; — b; )aðu, ds — 
k=1 Pk 


5f, Cu, —u,) Òn ads=0 (17-37) 
式 中 ,Su ,Su 分 别 代表 力 与 位 移 边 界 。 

由 于 应 力 与 位 移 的 变 分 是 任意 的 ,上 式 与 静 力 边界 条 件 ,位 移 
边界 条 件 是 等 价 的 。 求 解 由 此 而 得 的 线性 方程 组 , 即 得 收敛 的 应 
力 强度 因子 ,进而 求 得 上 述 待定 系数 。 

计算 例题 

取 每 层 板 的 材料 参数 为 
E. = 137.9 GPa, En = E, = 13.48 GPa, Gn = 5.86 GPa 

nz = ws = ws = 0. 21 
应 力 强 度 因 子 可 表示 为 
Ku = V2rg, . X =— yak tP. 
式 中 ,4 为 与 载荷 相关 的 常量 。 
考虑 两 种 载荷 情况 。 
O 剪 切 载荷 均匀 分 布 , 即 
qn = q rz==—a y> 0 } 
qa=—q Zz=-a, y<0 

表 17-1 至 表 17-4 给 出 层 板 的 铺 层 角 与 量 纲 为 1 的 尺寸 取 不 

同 值 时 ,X 随 项 数 M 增加 的 收敛 情况 。 数 值 积分 精度 EPS=10” 。 


算 例 一 n=07 =. 


38 17-1 a=0.257 1,b=0.514 1,h, =h, =0. 128 8 
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$% 17-2 a=0.05,b=0.1,h, =h,=0.1 


M 1 5 6 7 
x [0.1592 1475 | 0.147 6 | 0.147 3 
一 x 
算 例 二 A=0,y =° 
表 17-3 a=0.257 1,b=0.514 1,h, =h =0, 128 8 
M 2 3 4 5 6 7 8 
x [0.2159 |o 1485 | 0.1384 | 0.145 9 | 0.156 5 | 0.138 7 | 0.147 7 
M 9 10 11 12 ÑI 13 14 15 
X | 0.1476 | 0.1494 | 0.1484 | 0.147 3 | 0.1473 | 0.1473 | 0.147 3 
® 17-4 a=0.05,b=0.1,h, =h, =0.1 
M 5 6 7 8 9 10 11 
x | o.1344| 0.136 1 | 0.1359 | 0.138 2 | 0.1370 | 0.136 9 | 0.137 0 
@ 剪 切 载荷 线性 分 布 , 即 
qa = (1 一 天 sin0)q， r=—a, y> 0 
1 
z 
qx = 一 (1 二 天 sin 0)q， 工 一 一 0， 2 之 0 
2 


表 17-5 至 表 17-8 给 出 层 板 的 铺 层 角 与 量 纲 为 1 的 尺寸 取 
不 同 值 时 ,X 随 项 数 M 增加 的 收敛 情况 。 


算 例 三 y ==, 


4 
表 17-5 a=0.257 1,b=0.514 1,h, =h, =0. 128 8 


XX10 |0.921 2|0. 902 2 |o. 930 310.880 6|0.987 7|0.934 5|0.934 7|0.933 0 
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3817-6 a=0.05,b=0.1,h, =h, =0.1 


M 4 5 6 7 8 9 10 
XX10 |o.8002|o0.8118|0.8132|0.8214 | 0. 814 1 | 0. 819 1 | 0. 819 8 


算 例 四 y =o, 


表 17-7 a=0.257 1,b=0.514 1,h, =h, =0. 128 8 


M 5 6 7 8 9 10 11 
XX10 |0.7312 |0.7571 | 0. 773 2 | 0.738 9 | 0. 738 5|0.7355|0.7380 


表 17-8 a=0.05,b=0.1,h, =h =0.1 


M 4 5 6 7 8 LA 10 
XX10 | 0.7357 | 0.785 8 | 0.789 0 | 0.790 4 9.792 9 | 0.791 5 0.7915 


计算 所 得 线性 方程 组 的 系数 矩阵 是 对 称 的 ,应 力 强度 因子 的 
收敛 性 也 是 令 人 满意 的 。 


17.2 平面 复合 型 分 层 问题 解析 变 分 解法 


在 17. 1 节 中 , 斜 交 层 板 在 纵向 拉 伸 载荷 作用 下 的 变形 状态 被 
分 解 成 满足 直 法 线 假设 的 状态 (4a)) 与 引起 分 层 的 附加 状态 
((B)), 如 图 17 -1(Cb),(c) 所 示 , 并 且 后 者 又 被 进一步 分 解 成 反 平 
面 变形 状态 ((B) ) 与 平面 变形 状态 (( 及 ), 如 图 17 - 2 所 示 。 在 
17.1 节 中 已 经 对 斜 交 层 板 反 平面 变形 状态 下 的 分 层 问 题 进行 了 
研究 ,本 节 将 研究 斜 交 层 板 在 平面 变形 状态 下 的 复合 型 分 层 问 题 。 
上 述 分 解 办 法 的 采用 ,使 得 对 称 角 铺 层 情况 下 的 解答 变 得 非常 简 
单 与 合理 。 
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根据 17. 1 节 与 本 节 的 结果 ,利用 登 加 方法 ,可 以 得 到 复合 材 
料 层 板 在 一 般 变 形 情况 下 分 层 问题 的 解答 。 


17.2.1 力学 模型 的 建立 


在 平面 变形 状态 (( 及 )( 如 图 17 -2(b) 所 示 ) ,y 向 位 移 为 零 ， 
故 (B) 状 态 属于 平面 应 变 问 题 ;而 层 间 裂纹 为 平面 张 开 与 平面 剪 
切 复 合 型 裂纹 。 利 用 层 板 变形 的 双 对 称 性 建立 计算 模型 如 
图 17-4 所 示 。 与 图 17 -3 反 平 面 分 层 模 型 相同 ,在 每 一 层 板 中 
建立 材料 主轴 坐标 系 Ofm5, 其 中 $ 轴 与 该 层 材 料 的 纤维 方向 平 
行 ,并 设 《 轴 与 y 轴 夹 角 ( 即 铺 层 角 ) 为 7, 而 5 轴 与 z 轴 重 合 。 下 
面 ,将 Oxyz 称 为 结构 主轴 坐标 系 或 总 体 坐 标 系 。 


图 17-4 斜 交 层 板 分 层 的 力学 模型 


17. 2.2 支配 方程 与 复 变 函数 通 解 


首先 ,采用 弹性 力学 的 位 移 解法 ,建立 斜 交 层 合板 在 平面 变形 
状态 下 位 移 与 应 力 的 复 变 函数 表达 式 。 
在 结构 主轴 坐标 系 中 ,位 移 分 量 为 
u. = u,(m r). u, = u, £) (17 - 38) 
根据 几何 方程 ,相应 的 应 变 分 量具 有 如 下 形式 : 
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— uz E s 2u eu = 1 (Z +) 


s= 9z dz 
(17 - 39) 
利用 位 移 的 转换 关系 ,在 材料 主轴 坐标 系 中 ,位 移 分 量 为 
ae = usin Y= u(r,z) 
Uy =— u,cos Y = u,(z,z) | (17 - 40) 
Ur = u, = ur(XT,2) 


根据 几何 方程 ,相应 的 应 变 分 量具 有 如 下 形式 : 


Ee 一 2, Eer i (+) Eg = e +) 


Fd 
Ju 1 /9u Iur 
= = = CH 
Sma’ = (Sg+ 37) 
9 
he 3 
(17 -41) 
将 式 (17 -40) 代 入 式 (17 -41) 并 考虑 到 式 (17 - 39) ,可 得 
Eg = Ensin’ yY, en = En COSY, Eg = En } 
Ex 一 一 eu COS 7, Eg = En Sin Y, Eey =— Ex sin Ycos Y 
(17 - 42) 


di 变 能 密度 是 与 坐标 转换 无 关 的 标量 , 故 以 下 等 式 成 立 , 即 
err T+ ose, + 20.,e., 一 ceeets + OE + G€ 十 20wey 十 
20veeve + 2666, (17 - 43) 
将 式 (17 - 42) 代 和 人 式 (17 - 43), 则 结构 主轴 坐标 系 中 的 应 力 分 量 
如 下 : 
au = Osin? Y + o, cos? y — 2o sin ycos Y 
Oa == Org | 
“gu =— O COS Y + oxesin y 
(17 - 44) 
在 材料 主轴 坐标 系 中 ,由 于 材料 具有 正 交 性 ,以 应 变 表示 应 力 
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的 物理 方程 为 
Oge = cite 十 clzey + Ci3Egg o Ow = CuErg 
Orp = CalEee 十 C22Epp F Czs Ert > Ore = CssEse 
Ogg = Ca Ege 十 C32€r F CasErr » Oty = Csety 


(17 - 45) 
式 中 ,cy 可 以 用 柔 度 系数 ay 表示。 
将 式 (17 - 45) 代 人 式 (17 - 44), 考 虑 到 式 (17 - 39) 与 
式 (17 - 42) ,并 令 


lı = cusin Y + 2(ciz + ces sin? Ycos? Y + c; cos! y 


L, = cusin? Y + cacos? Y+ Leeu cos? Y + csssin? y) 


l = 到 (cucosy 十 csssin27) 


4 = C33 
7-46) 
可 得 结构 主轴 坐标 系 中 应 力 与 位 移 的 关系 式 
ou =h Te p ch — h) SE 
TEN a PESIO = PE z 47-47 
Ju, , Ju: 
“= = L(+ 3) 


根据 虚 位 移 原理 (或 称 虚 功 原理 ) 并 考虑 到 式 (17 - 38) 与 
式 (17 - 39) ,结构 主轴 坐标 系 中 的 有 效 平 衡 方 程 为 


ao。 ， ac 
= + 


9z Fa 

(17 - 48) 
on | 0s _ 0 
3x az ` 


将 式 (17 -47) 代 入 式 (17 - 48) ,可 得 位 移 u, u, 所 需 满足 的 
偏 微分 方程 如 下 : 
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Pu, 3u, Fus _ 
h ar? +h Izas T Ë FIS Š 
5 2 š (17 - 49) 
u, u, u, 
b ga Th azar F sr = 9 


由 式 (17 - 46) 可 见 ,当铺 层 角 |7, |= |, | 时 ,4 与 层 号 无 关 。 
考虑 到 式 (17 - 47) ,可 以 说 上 .下 两 层 在 10r 平面 内 具有 相同 的 
弹性 模 量 。 这 种 情况 与 含 边缘 裂纹 均匀 介质 平面 剪 切 型 裂纹 问题 
相同 , 故 这 里 不 予 讨论 。 以 下 只 考虑 1% |= ly | 的 情况 。 

为 求解 式 (17 - 49), 令 

u, = U,f(y) + U,f (y) 

u, = U, f(y) + U,f (y) } 
式 中 ,f(y) 为 复 函 数 ;U,,U. 为 复 常数 ,代表 广义 位 移 ;y 为 如 下 广 
义 复 变量 


(17 -50) 


y= rz+uz (17 -51) 
式 中 ,py 为 复 参数 。 
将 式 (17 - 50) 代 入 式 (17 - 49) ,可 得 
(十 lp)U- 十 lzpU。 = 0 
lpU- 十 (十 iD)U- = 0 } 
根据 上 式 的 非 零 解 条 件 , 有 
hh + (hL +Ë — D) + hl 一 0 (17 -53) 
ERP AUDAR, HAR , BD 
A =a +iĝ, H = e, + iñ, H =h» Am =p 
: (17 -54) 
求解 式 (17 - 53) 可 见 , 对 于 所 计算 的 工程 常用 复合 材料 ,其 复 
参数 u; 为 纯 虚 数 , 即 
4 = iĝ G =1,2) (17 -55) 
式 中 ,8 与 为 实数 。 
满足 式 (17 - 52) 的 广义 位 移 为 
Us = ipa» Us = iqa (17 -56) 


(17 -52) 
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其 中 , 实 常 数 加 与 9x 分 别 为 
Pa =— lafa» Qa = la — laa (jik = 1,2) 
QIT =57) 
式 中 ,j,k 分 别 表示 变量 序号 与 层 号 。 
进一步 , 令 
fa = [一 Lx + (la 一 Ls) qn JB, 
sa = [— la Clas — La) + qala lba | (17 -58) 
ta = [lu + (pi — la), Jlar 
则 由 式 (17 - 50) 55 3 (17 - 47) 可 得 位 移 与 应 力 的 复 变 函数 通 解 
如 下 : 
ua = ipu[@, OA) — P] + ipa [ó ye) — Plyz)] | 
人 二 qulp) 二 Cy1)] + ga [by2) +y) J 
(17 -59) 
Oar = iru[@% (o) — Py) + iral (y: ) — #% (yz )] 
sa = isule O) — POD] + isal Co) — $ (yz) 
sa = ERO) + AGD] tal) A 
(17 - 60) 
RP oy ARRES AMURE -50H y 取 y， 5 y 
时 的 复 变 函 数 f(y) ,yi 5y 为 广义 复 变量 。 
引入 极 坐标 
y = r+ iz = re (17-68) 
则 广义 复 变 量 y 与 y: 表示 为 
y; = z +ißz = rj G = 1,2) (17 -62) 


17.2.3 基本 条 件 与 本 征 展 开 
根据 图 17 - 4 所 示 模 型 , 层 间 连 续 条 件 与 分 层 表面 静 力 边界 
条 件 为 
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Un Fiun = Uz + iun 
Ozi 十 icul = In 十 izuz 
Om 十 ioul = 0 (0 = m) 
Onz + in = 0 (0 =— x) } 
一 般 而 言 , 由 于 存在 混合 边界 条 件 , 分 层 尖端 位 移 不 为 零 , 所 
以 复 变 耻 数 应 包括 短 函 数 与 指数 函数 这 两 类 , 即 令 
QO) = Pua) H Pas W) = puly) + Ja (yz) 


(9 一 0) } (7 - 63) 


(17 - 64) 


(17 - 65) 
式 中 
Puy) = Ayi + Biyi, Pa) = Gyi + Diy? 
(17 - 66) 
Pala) = Ere! Fr, — @a(:) = Gre™ + Hr 
(17 - 67) 


式 中 的 常数 为 复数 ,函数 的 第 一 个 下 标 表示 函数 类 型 ,第 二 个 下 标 
ERES. I 

将 式 (17 - 66) 代 入 式 (17 - 59) 与 式 (17 - 60) ,再 代入 式 (17 - 
63), RA? - 64) 并 考虑 到 B 0, 可 得 关于 朝 函 数 待定 系数 的 齐 次 
线性 方程 组 ;类 似 地 ,将 式 (17 - 67) 代 入 式 (17 - 59) 与 式 (17 - 
60) ,再 代 人 式 (17 - 63) (17 - 64) ,可 得 关于 指数 函数 待定 系数 
的 齐 次 线性 方程 组 。 根 据 以 上 两 个 线性 方程 组 具有 非 零 解 的 条 件 
即 可 解 得 特征 值 以 及 相应 的 待定 系数 间 的 关系 。 

关于 短 函 数 待定 系数 的 齐 次 线性 方程 组 具有 非 零 解 的 条 件 有 
两 个 。 

(1) 第 一 个 非 零 解 条 件 
. Q. + Q,n+ Q, = 0 (17 - 68) 
式 中 , 实 常 数 为 

Q, =(pr + bu fs + ba fis) (q — qu fa —qa fa) 一 

(qu 一 ga fx — qa fais )( pz + Pu fa + pa fa) 
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Q, = (pu fis + ba fa + Pr fss + bx fes) (qas — qu foar — qa fa) + 
(qu fx: + qa fs — Q: fst — qaz for) (bu: + bu fos + Pa fas) — 
(bu fir + ba far + bu fe + bz fer) (Q: — Qu fos — qai fas) 一 
(qu fis + qa fas — Qiz fos — Qe fas ) (pzs + Pu fz + Pa far) 
Q = (Pn fis + ba fs + bu fess + bz fes) (qi fu + qa fx 一 
Qi fer — qas fst) — (Pu fn + Pa far + Pu for + 
Pz: fsi) (qui fis + qn fis — Qua fs — Qui fes) 
fe = Suntan — tusa, fo = sita — ti2522 
fis = (sata — bizs )/ for» fu = (sata — tzsa)/ fo 
fs =— (swtn — tzsn)/ fors fa =— (sati — tzsn)/ fo 
fa =— (suta tunsa )/ fo» fa =— 2sata / for 
fa = 2sutn/ fa > fa = (satu +tašu)/ fo) 
fas = fa fis + fas fas o fa = fa fr + fa fa 
fas = fa fis + fa fas» fa = fafu + fa fx. 
fos =— (Siztzs + bz 22 )/ foz» for =— 2sxta / foz 
fes = 2siztir/ foz» 87 = (str + tzzsi2)/ fo 
而 复 常 数 7 可 用 特征 值 A 表示 为 
了 一 m +i 一 e (17 -69) 
且 
2 = 22 L uy . (17 -70) 
由 应 变 能 有 界 条 件 可 知 AR 之 0。 于 是 ,由 式 (17 -69) 与 式 (17 -70) 
可 得 
e °W cos (2màr) = hr» EI sin (2zÀg) = T 
7-71) 
wet, A =- in Gñ +ñ) (17 -72) 
式 中 
g == 去 arctan £ (17 -73) 
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人 | (17-74) 
n = 2,4,6, CH pa > 0 Bf) 
求解 式 (17 - 68) ,可 得 
h.z -2 17-75) 
1 
上 式 又 可 分 为 两 种 情况 。 
1) 情况 一 
f = Q; — 4Q,Q, > 0 (17 - 76) 


本 节 中 计算 的 复合 材料 就 属于 这 种 情况 。 计 算 表明 ， 
式 (17-75) 具 有 两 个 小 于 零 且 互 为 倒数 的 实 根 7 + BI 
hi — 9 = O; Nr < 0s hr < 0; Trpr = 1 
由 此 可 得 
e€=0, n= 1,3,5,., A =—Ah (17-77) 
可 见 , 对 应 于 mom AAAF E R H. A 3E 36. BD Aa =v. H 
式 (17 -66) 可 知 ,对 应 于 这 两 个 特征 值 的 复 变 函 数 具 有 相同 的 形 
式 , 所 以 只 取 Àn sÀ 中 的 一 个 即 可 ,并 用 A 表示 为 
六 一 和 十 Mi 一生 十 去 im m (17-78) 


2) 情况 二 
f = Q; — 4Q,Q, < 0 (17-79) 
这 时 ,7 具有 两 个 复 根 , 即 7 #0, B 大 十 页 =1, 由 此 可 得 4) =0, 
e 天 0, 即 为 实数 
à =e ++ (17-80) 


可 见 , 根据 材料 参数 的 不 同 ,待定 系数 的 非 零 解 条 件 
式 (17 -68) 给 出 两 组 不 同 的 特征 值 : 当 41 天 0 Bf, e= 0, B Ar = 
去 ;而 当 41 =0 时 ,e 关 0, 且 |e|<< 二 ,而 和 4 二 e 十 去 。 

(2) 第 二 个 非 零 解 条 件 


eon _ 1 一 0 (17=81) 
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解 得 对 应 的 特征 根 


¿= 1 (n = 2,4,6,.") (17 -82) 


根据 以 上 推导 可 得 ,对 应 于 ,系数 间 具 有 如 下 关系 : 
C, = gsA,, B, = gsA:, D: = gssA, } 
A, = gs4, B= gsAs, C= gsA,, D, = geÀ; 
(17 - 83) 
式 中 , 实 常数 


gr (qu — qu fes — qa fis ) 0 + (qu fis + ga fas — Qiz fos — qaz fas) 
` (qx — Qu fz — qa fi1)7+ (qi fu: qa far — Qz for 一 gzz fa ) 


gus =— (fis + figs)/7, gas =— (fas + fs. gss)/ n 

gx = fs + fagns» gs = fa + fu gs 

gss =— (fss + fa gas )/n; gss =— (fas + fs gss)/7 

APATA ,系数 间 具 有 如 下 关系 : 

(A+ B)? = hs (A+B), (A+B){Y = hz CA +B)? 
(C+ D)? = hss (A + By , (C+D)i!) = ha (A+ B)! 
(CHD) = hs (AHB), — (C+ DJ!) = hy (A+B) P 

(17 - 84) 


式 中 , 实 常 数 


A tai (qi: to: — bz qz ) h Sa Piese 一 $ bz: ) 
15 Li 26 = 
tz (quta — ti qn ) Sm (Pusa — Si: Pa) 


Si 、 tiz $ 
hss his — hs =— hs 一 ， hs t hss 一 一 #2 
tz S21 tz S22 


接 下 来 讨论 关于 指数 函数 待定 系数 的 齐 次 线性 方程 组 具有 非 
零 解 的 条 件 。 在 这 个 方程 组 中 有 两 个 方程 不 是 线性 独立 的 。 求 解 
其 余 六 个 方程 ,可 得 

E, + F, = e (E, + F,) + es (Ë, +F,) 
Gi + H, =— e, (E, + F.) — ex (Ë, + Fi) 
G, + H, =— (sesi + eses ) (E, +F) — (esess +-esea ) (Ë, +F) 
(17 -85) 
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Snta + tusa 如 1521 一 Sutz Sizla 十 tz S22 
e31 (TEE o: > » ês 
Rsa tz 2s2a tz 2szztaz 
ra tiz S22 一 Siatz ， Pes aib: + bra; PEA azbı — b20, 
2szztzz 2a,b, 2a; b; 


a, = Pu — Pa (es — ex), b, = qu — qa (ea) 十 ez) 

aa = pr — bx (eis — er), b; = qu — qzz Cer + ers ) 

可 见 , 只 要 AR 之 0, 任 意 2 都 能 使 式 (17 - 67) 满 足以 上 非 零 解 
条 件 。 为 不 失 一 般 性 , 取 4 一 1, 并 令 


E, + F, = R = R® +iR'1) (17 - 86) 
同时 ,将 者 函数 的 待定 系数 表示 成 
Azmi = P» = PP HiPP } 
(m = 1,2,3) 
Azim + Brem = Qn = QP + iQ! m 
(17 - 87) 


Jus LA E Br 48 84 48 X f E # 8 [8] BJ K # , PT 48 3 ZE PS 8 B) 
特征 展开 式 , 代 人 式 (17 -59)、 式 (17 - 60) ,并 考虑 到 
1 = [cos (À; ln r) +isin (A; In r) Je (17-88) 
可 得 位 移 与 应 力 的 特征 展开 式 
ua 一 > rT LPR R (0) PPS (0) Jcos Q In r) + 


[一 P t (0) + Pt) sR (0) Jsin Q I In r)) + 


M 
> ERRIRE CO RY qS) (r ,0) + 
m=1 

RP gP Cr,0) (17 - 89) 


M 

djr -> rimi PR gR (0) + PSU) gdh (0) ]Jcos Q í In r) + 
[> PREO +PP gR (0) Jsin A; In r)) + 
S [qti O HARAR (0) + R° PP r, + 
m=1 


RO pP (r,0) (17 - 90) 
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式 (17 -90) 中 m==1 的 项 即 为 奇异 项 。 系 数 PPPI WARR 
应 力 场 的 控制 量 。 
当 层 板 的 材料 参数 满足 f= Q; 一 4Qi 0 时 ,特征 值 à 的 虚 
部 11 天 0, 分 层 尖端 附近 的 奇异 应 力 场 为 
Om |, == |o = r tb [CPI + 2A; P )cos Q In r) + 
(PiP — 2A; Pi!) )sin A; ln 7)] (17 - 91) 
Oni | ，。 一 au2 P = r kh [PD — 24, PŒ )cos (A; In r) 一 
(PI® +24; P{P )sin (À; ln r)] (17 - 92) 
式 中 
ki = sn (gzs — gis ) sa (gis — gas) 
k; = tn (gzs + gis) + ta (gas + gas) 
可 见 , 在 分 层 尖端 附近 ,应 力 具 有 振荡 奇异 性 。 
众所周知 ,分 层 尖端 附近 应 力 场 的 振荡 奇异 性 将 在 分 层 尖端 
附近 产生 位 移 “ 互 相 穿 人 ”。 与 第 16 章 所 讨论 的 正 交 层 板 受 拉 分 
层 情况 相同 ,此 问题 也 可 通过 在 裂 尖 引 入 “小 范围 接触 "模型 予以 
解决 ( 详 见 16.4 节 )。 
当 层 板 的 材料 参数 满足 1 一 人 一 4Qi< 0 时 ,由 式 (17 - 80) 可 


RA, 二 0, 而 eZ0, 且 |e|<< 计 。 此 时 ,奇异 应 力 场 不 再 是 振荡 的 ， 


而 是 单调 的 , 且 奇 异性 阶 次 由 一 去 变 成 6 一 去。 于 是 ,应 力 强度 因 
于 可 定义 为 
K; = lim V2rri-‘o,, |z; = /2rk, PP 


l (17 -93) 
Kı = lim Varo |, , = /2zk, PI® 


17.2.4 应 力 强度 因子 变 分 解法 


为 确定 待定 系数 PIU , Pf1?,…, 要 应 用 变 分 方法 满足 裂纹 表 
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面 以 外 的 边界 条 件 。 考 虑 到 所 有 基本 方程 . 层 间 连续 条 件 与 裂纹 
表面 静 力 边界 条 件 均 已 预先 满足 ,根据 参考 文献 [17. 1],[17. 2]， 
LZK 的 驻 值 条 件 写 为 
ŠH, -5f (gynj — Pi) Šu a ds — 
Sa 


>| Cu —ii)idonnads =0 (17-94) 
AP Su ,Su 分 别 代 表 力 与 位 移 边 界 。 

由 于 应 力 与 位 移 的 变 分 是 任意 的 ,上 式 与 静 力 边界 条 件 、 位 移 
边界 条 件 是 等 价 的 。 求 解 由 此 而 得 的 线性 方程 组 , 即 得 到 上 述 待 
定 系 数 , 进 而 可 得 奇异 应 力 场 控制 量 Pf , Pi。 

计算 例题 

对 于 图 17- 4 所 示 模 型 ,载荷 写 为 

ba =— P») p=p 
每 层 材料 参数 为 
En = 137.9 GPa, E, = Es = 14.48 GPa, Gy = 5.86 GPa 
vz = ms = w = 0. 21 
奇异 应 力 场 控制 量 可 表示 为 
PP = pX, Pi!) = pY 

表 17 -9 至 表 17-12 给 出 层 板 的 铺 层 角 与 量 纲 为 1 的 尺寸 
取 不 同 值 时 ,Ai 的 数值 以 及 XX 与 Y 随 项 数 M 增加 的 收敛 情况 。 
数值 积分 收敛 精度 EPS=107*, 


算 例 一 力 一 可 ,为 一 下。 


计算 求 得 41 =—0. 031 673, 
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表 17-9 a=0.082 2,b=0. 164 5,h, =h, =0. 164 5 


XX10 |-o. 155 5| 一 0. 156 9| 一 0. 156 1|—0. 156 0|— 0. 155 8| 
Yx10: | 


一 0.045 2|—o. 044 9|-o. 045 9| 0.046 2 


3 17 - 10 a=0.257 1,b=0. 514 1,h, =h, =0. 128 8 


— 0.202 9|—0. 191 6| 一 0. 205 0| 一 0. 203 0| —0, 207 4 


一 0.152 5| 一 0. 164 8| 一 0. 147 1|—0.152 7|—0.142 1 


算 例 二 入 一 下, 为 一 0 070 796 3。 


计算 求 得 A= —0. 028 356 6, 


38 17-11 a=0.082 2,b=0.164 5,h, =h,=0. 164 5 


Xx10? 


YX102 
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表 17 -12 a=0.257 1,b=0.514 1,h, =h, =0.128 8 


M 4 


XX102: 一 0.396 8 


YX102: | 一 0.233 5 


M | 10 


XX102 | 一 0.316 5 


YX102: | 一 0.243 1 


计算 所 得 线性 方程 组 的 系数 矩阵 是 对 称 的 ,应 力 强度 因子 的 
收敛 性 也 是 令 人 满意 的 。 


17.3 平面 剪 切 型 分 层 问题 解析 变 分 解法 


在 研究 了 对 称 斜 交 铺 层 层 板 在 反 平 面 变形 与 平面 变形 下 的 分 
层 问 题 之 后 ,考虑 一 个 沿 长 度 方向 (y 向 ?两 边 简 支 的 对 称 斜 交 铺 
层 四 层 板 受 侧 压 问题 。 由 于 y 向 比较 长 ,可 将 问题 化 为 垂直 于 长 
度 方向 的 平面 应 变 问题 ,从 而 略 去 了 由 于 拉 剪 耦合 效应 而 产生 的 
反 平 面 剪 切 。 这 一 问题 的 工程 背景 就 是 斜 交 铺 层 层 合 梁 受 侧 压 。 
与 正 交 铺 层 情况 相同 , 层 间 将 出 现 分 层 , 而 且 层 间 裂 纹 是 平面 剪 切 
型 的 。 


17. 3.1 力学 模型 的 建立 


平面 应 变 状态 下 的 对 称 斜 交 铺 层 复 合 材料 层 合 梁 的 受 压 状态 
仍 可 用 图 16 - 4(a) 表 示 。 采 用 与 16. 2 节 相 同 的 方法 将 其 变形 状 
态 分 解 为 对 称 与 反对 称 状态 ,并 根据 反对 称 状 态 建立 力学 模型 如 
图 17-5 所 示 。 与 图 17 -3 反 平 面 分 层 模型 相同 ,在 每 一 层 板 中 
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建立 材料 主轴 坐标 系 O875, JE rh E 轴 与 该 层 材 料 的 纤维 方向 平 
行 ,并 设 与 轴 夹 角 ( 即 铺 层 角 ) 为 7, 而 $5 轴 与 z 轴 重 合 。 以 下 ， 
将 Oryz 称 为 结构 主轴 坐标 系 或 总 体 坐 标 系 。 


图 17-5 斜 交 层 合 梁 分 层 的 力学 模型 


17.3.2 基本 条 件 与 本 征 展 开 


根据 17. 2 节 的 推导 , 斜 交 铺 层 复合 材料 层 合 梁 中 位 移 与 应 力 
的 复 变 函数 通 解 仍 可 表示 为 式 (17 - 59) 和 式 (17 - 60) 。 
由 图 17 -5, 层 间 连 续 条 件 与 分 层 表面 边界 条 件 为 

Un tiun = ux + iua 


Om 十 ioul = Ome 十 iouz 


| (17 - 96) 
Ox bx 一 Om2 PE 


H FIER MAEA 392 28 , 38 3E R BO 5 58 SE PS 3 15 38 8k PB 
数 这 两 类 , 即 


(0= 0) (17 -95) 


Faxi |=. = Om |= = 0 


uz = ux | Omi 


6= 一 xy 


Py) = Puly) + Pauly) (17-97) 
(yz) = puly) + d (2) (17 -98) 
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式 中 
puly) = Ayi Bj), Wala) = Gy? + Diy? 
(17-99) 
pauly) = Een HFR, ga) = G,e + Hie™ 
(17 - 100) 


这 里 ,所 有 系数 均 为 复数 。 

分 别 将 式 (17 - 99)、 式 (17 - 100) 代 入 式 (17 - 59)、 
式 (17- 60) ,再 代 人 式 (17- 95)、 式 (17 - 96), M4% F H KA 
定 系数 与 指数 函数 待定 系数 的 齐 次 线性 方程 组 。 根据 方程 组 具有 
非 零 解 的 条 件 可 得 特征 值 以 及 相应 的 待定 系数 间 的 关系 。 

根据 关于 赛 函 数 待定 系数 的 齐 次 线性 方程 组 具有 非 零 解 的 条 
件 , 可 得 两 组 实 特征 值 


À =+ (n = 1,3,5,1) (17 - 101) 
À, = n (n = 1,2,3,") (17 - 102) 
由 此 ,将 式 (17 - 99) 中 的 短 函 数 改 写 如 下 : 
Puly) = Ayi +C,yt , paly) = Biya + Diy? 
(17 - 103) 


而 关于 指数 函数 待定 系数 的 齐 次 线性 方程 组 中 不 含有 À, B 
对 任意 的 4 去 0, 只 要 待定 系数 之 间 满 足 一 定 的 条 件 , 式 (17 - 100) 
均 可 满足 基本 方程 .裂纹 表面 边界 条 件 与 层 间 连 续 条 件 。 不 妨 取 
4 二 1, 并 将 式 (17 - 100) 中 的 指数 函数 改写 为 
Puly) = Ere , Pa (y:) = Gie”? (17 - 104) 
根据 上 述 特征 值 . 复 变 函 数 的 表达 式 以 及 裂纹 表面 边界 条 件 
与 层 间 连 续 条 件 , 可 得 相应 系数 间 的 关系 
AD Be AN BP? 0 
AP = gA, BP = gs Ai, BP = gr Aš } 
(17 - 105) 
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Ci = h C; ， DP = hss CE™ ? DP = hz CS 
CD = hs CU Hha DSP, DIP = he CG; + ha Di } 
(17 -106) 
EP = MWER, GP =hsER, GP = hs EP 
Ei? = hs ESD ha G; , Gi? = he E;!) + ha G! } 
17 二 47 
其 中 的 实 常数 为 


qx 一 《gu 有 Ri5 二 qaikss) 
qz 一 (qakr +qakz) 


gs = kis + kir gs o & = kas + kar gs 
kis = (hezsa + Sita )/ko> kas 一 一 (hzsil + seti )/ko 
ku = (tsa + sz2t21) /ko, kz =— (tsi + set )/ko 


E aa eiaa ko = tnsn — sita 


ta (qt — t ) t t 
— ta (qzt22 12 422 N hs == 2 hs = nz 
1 


BO ta (qunta — tunga) 


b = Disa 一 312 力 :1 kauz Dasa 一 522 P21 
本: i —— 
Pusa 一 si Pa Pusa — sui Pa) 


he = Pizsu 一 S2 Pu s hka = pasu 一 52 Pu 
su ba 一 Pn sa Supa 一 Pusa 
根据 以 上 推导 ,可 得 复 变 函数 的 特征 展开 式 。 进 一 步 ,将 待定 


系数 表示 为 
AB. = P, CR +iC = QP 十 iQS 
D; = T, (m= 1,2,3) 
Eso 十 iE!D = R® 十 iRD， GP =S 
(17 - 108) 
则 可 得 位 移 与 应 力 的 特征 展开 式 


M M 
ua = D) rt PPR (0 + D ERER (0) +Q ti (0) + 
> = 


Taran (0) J HRPOP (z.0) HRDO (r,0) + Sd, (r,0) 
(17 - 109) 
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M M 
= > = PREE O + >) [Qina (0) + Qh, (0) + 


m=1 
Tae iim (OJ HRP af Cr,0) HRP a’ (r,0) + Sc (r,0) 
(17-110) 
RP , sin (0), giin CO) bP (r,0) ,ae 名 Cr,9)， 为 6 的 已 知 函 数 。 
HERTA. m=l 的 项 就 是 奇异 项 ,分 层 尖端 应 力 场 为 


ARPS = om |, =0 | 
Gai = = Ox: [š =r? (tungis + ta ga) PI? 
(17-111) 
场 只 是 有 单调 奇异 性 而 无 振荡 奇异 性 ,应 力 强度 因子 可 
定义 为 
Kı = lim eo VRTI m1 |; =—2x(tn gy + taga) P® 
(17 - 112) 


17.3.3 应 力 强度 因子 变 分 解法 


利用 分 区 广义 变 分 原理 确定 应 力 强 度 因子 与 位 移 、 应 力 特征 
展开 式 中 的 所 有 待定 系数 。 由 于 两 层 中 的 所 有 基本 方程 、 裂 纹 表 
面 边 界 条 件 以 及 层 间 连 续 条 件 均 已 预先 满足 ,裂纹 表面 以 外 的 边 
界 条 件 表示 成 


2 2 
>| (gynj — P), duads— 5f Cui — u; ) 00 jin pds = 0 
17 Sp 4=1 Sa 


(17-113) 
随 着 本 征 展开 式 中 项 数 的 增加 ,求解 由 上 式 所 得 线性 方程 组 , 即 得 
收敛 的 应 力 强 度 因 子 , 进 而 得 到 所 有 待定 系数 。 
计算 例题 
载荷 为 
Pi ——b° b: = (a +b)p 
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每 层 板 的 材料 常数 为 
En = 137.9 GPa, E, = Es = 15.48 GPa, Gu = 5.86 GPa 


Viz = ws = v = 0.21 


应 力 强 度 因子 表示 成 
Ky =V2rpX 
而 X = (tgs + t gss) Pi /p 


取 数 值 积 分 收敛 精度 EPS=10-1,3 17 - 13 Z% 17 - 16 给 


出 不 同 的 层 板 尺寸 与 铺 层 角 下 ,X 随 项 数 M 增加 的 收敛 情况 。 
算 例 一 Y=. =. 
表 17 -13 a=0.257 1,b=0.514 1,h,=h,=0.1288 


M 5 10 1l 
T 
X |—3.659 1|—3.879 9|—3. 781 7—3. 788 7|—3.775 2|—3. 778 4|—3. 745 3 


38 17-14 a=0.257 1,b=0.386 4,h, =h, =0. 128 8 


M 4 5 6 f 8 9 
X |~2.117 5|—2.215 5| 一 2.170 8| 一 2. 157 0| 一 2.187 7| 2.145 0 


算 例 二 n= n=, 


3 17-15 a=0.257 1,b=0.514 1,h, =h, =0. 128 8 


M 4 5 6 7 8 s 
X | 一 3.343 0| 一 3. 462 1| 一 3.685 4| 一 3. 428 5| 一 3.577 8|—3. 575 2 


表 17 -16 a=0.257 1,b=0.257 1,h, =h,=0.128 8 


M n 5 6 7 
x |-1.9572|—2.048 8|—1.977 1|—1.991 5 
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计算 所 得 线性 方程 组 的 系数 矩阵 是 对 称 的 ,应 力 强度 因子 的 
收敛 性 也 是 令 人 满意 的 。 


[17.1] 
[17. 2] 
[17. 3] 
[17.4] 
[17.5] 


[17. 6J 


[17.7] 
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第 18 章 复合 材料 层 合 板 三 维 


分 层 力 学 研究 


在 第 16 章 和 第 17 章 中 ,采用 解析 变 分 解法 研究 了 正 交 铺 层 
层 合 板 和 和 斜 交 铺 层 层 合板 的 二 维 分 层 问 题 。 就 工程 实际 问题 而 
言 , 分 层 的 多 数 形式 并 非 二 维 穿 透 分 层 ,而 是 形成 一 个 三 维 的 分 层 
É, 这 使 得 问题 的 分 析 变 得 非常 复杂 ,如 果 采 用 有 限 元 法 分 析 三 
维 问题 , 则 其 工作 量 和 难度 都 大 大 增加 。 本 章 发 展 了 三 维 裂 纹 问 
题 分 析 的 能 量 差 率 方法 ,利用 片 条 合成 一 能 量 解法 求解 复合 材 
料 层 合板 的 三 维 分 层 问 题 。 这 种 方法 充分 利用 了 杆 板 理论 的 结 
果 , 使 得 问题 的 求解 非常 简单 ,可 以 得 到 闭合 解答 ,大 大 方便 了 工 
程 应 用 。 


18.1 层 合 直 梁 二 维 分 层 问 题 的 解析 解法 
与 分 层 力 学 分 析 


18.1.1 力学 模型 的 建立 


图 18 -1 表示 两 边 简 支 的 复合 材料 四 层 层 合 梁 , 铺 层 上 下 对 
称 ,在 外 层 与 内 层 之 间 存 在 上 下 对 称 的 层 间 穿 透 分 层 。 

层 合 梁 受 横向 载荷 作用 ,将 图 18 - 2 所 示 的 原始 受 力 状态 分 
解 成 对 称 状态 4a) 与 反对 称 状态 (B) ,如 图 18 - 3 与 图 18 -4 所 示 。 
在 (a) 状 态 中 ,结构 承受 对 称 载荷 ,产生 对 称 变形 ,分 层 上 下 表面 相 
互 压 紧 。 在 (B) 状 态 中 , 层 合 梁 承 受 反 对 称 载荷 ,产生 反对 称 变形 ， 
分 层 上 下 表面 间 存在 相对 切 向 位 移 。 可 以 认为 分 层 仅 取决 于 反对 
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图 18-1 含 对 称 分 层 的 复合 材料 层 合 梁 


29 
图 18 - 2 原始 受 力 状态 
| q x 
ql q ql 
图 18-3 对 称 状态 (a》 
进一步 将 (8) 状态 分 解 成 (有 与 (及 状态 ,如 图 18 - 5、 
图 18 - 6 所 示 。 在 (B 状态 中 ,分 层 表面 受到 剪 切 载荷 re- ,它们 等 
于 无 分 层 时 , 层 合 梁 中 该 层 层 间 切 应 力 。( 有 状态 即 相当 于 无 分 
层 层 合 梁 ,z= 就 是 由 层 合 梁 理 论 求 出 的 层 间 切 应 力 。 在 (及 状态 


中 ,各 分 层 表面 受到 与 r-- 大 小 相等 .方向 相反 的 剪 切 载荷 re , 层 
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合 梁 分 层 的 产生 与 扩展 即 源 于 此 状态 。 与 分 层 相 关 的 位 移 和 应 力 
取决 于 rz 。 通 过 以 上 分 析 ,在 考虑 粱 受 横向 均 布 载荷 的 分 层 问题 
时 ,就 只 须 研究 图 18 - 6 所 示 的 (及 状态 。 


ql q q q q ql 
ql x q | q x 


图 18-4 反对 称 状态 (及 图 18-5 无 分 层 状态 (及 


图 18-6 附加 分 层 状态 (大 


18.1.2 支配 方程 与 边界 条 件 


在 ( 久 ) 状 态 中 ,假设 未 分 层 段 以 及 分 层 两 侧 各 层 梁 中 ,平面 假 
设 与 单 向 受 力 假设 均 成 立 。 由 于 
未 分 层 段 仅 在 其 与 分 层 段 交 界 处 
受到 自 相 平衡 力 系 作用 ,所 以 可 < 
被 看 成 刚体 。 于 是 ,在 图 18 -6 Ñ 
中 取 分 层 段 建立 力学 模型 ,如 Š 
图 18 -7 所 示 。 由 于 a) 状态 的 存 
在 ,可 将 分 层 两 侧 梁 段 的 挠 度 视 
为 相同 。 设 此 挠 度 为 w(z) 。 


2a 


图 18 -7 力学 模型 
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1. 几何 方程 
根据 上 述 的 假设 ,两 层 的 面 内 位 移 可 表示 为 
u (2,2) = us (a) — (z= n — i) SD 
Kd 
(8-1) 
u:(z,z) 一 一 dwls), 
dr 
纵向 应 变 为 
e (z,z) = SE 
9z 
(18 -2) 
€, Xz,z) = Qu (z, z) 
9 


以 上 各 式 中 , 除 tt 和 ts 外 ,下 标 均 表示 所 在 的 层 数 (下 同 ) ;wo (x) 
代表 第 一 层 中 面 的 位 移 。 

2. 物理 方程 

根据 单 向 受 力 假设 ,各 层 横 截面 上 的 正 应 力 为 

a = E,e > G = Ee: (18-3) 

E, 和 E, 为 两 层 材料 沿 工 方向 的 杨 氏 弹性 模 量 。 

3. 平衡 方程 

在 任 一 处 将 梁 切 开 , 可 得 横 截 面 上 的 内 力 , 如 图 18 - 8 所 示 。 
两 层 横 截 面 上 的 轴 力 与 弯 矩 分 别 为 


t +a 142 
N, =f dider M =- f an= tuds 
h ‘2 


N, = 0, M, =-2f' o, zdz 
° 


(18 -4) 
以 图 18 - 8 所 示 内 力 方向 为 正 , 外 层 梁 段 纵向 力 的 平衡 条 件 
与 整体 粱 的 合力 和 矩 平衡 条 件 为 
dN _ ] 
dz = (18-5) 


2M: + M, 一 2(G + t,)N, = 0 J 
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(18-6) 


18.1.3 附加 位 移 的 解析 解法 
附加 分 层 状态 中 ,分 层 表面 的 剪 切 载荷 总 可 以 表示 为 者 级 数 
形式 , 设 其 通 项 为 
ra (a) 一 (2) (m = 0,1,2,) (18-7) 


由 式 (18 -1) 至 式 (18 -5) 可 得 


= 2 — ôn "+2 
wz) = ET [TD Tor? +Az+B] 
dwl) _ 3n tt) Ás EEA 
da ¿Ea Eal GE D Gran +4z+B] 


3(t +t) [ Àm r" 十 
2E, + E, L (m + 1)(m + 2) (m — 3)a” 


工人 2 
LAs +Bz+C] 


式 中 ,A,B,C 为 待定 常数 。 
根据 边界 条 件 式 (18 - 6) ,可 确定 待定 常数 


x (z) = 
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Àn 
G+) (m+ 2)“ 
B=0 (18-8) 
C a 
2(m+ 2)(m + 3) 
将 式 (18 - 8) 代 入 式 (18 -7) 中 ,可 得 梁 内 与 分 层 相 关 的 附加 
位 移 


tas (z) = ©#)] 


_ 3(t++t) Ana’ _m+3[( zV 
wa) = yE a EB zr ml (z) + 


=i) ] 


A= 


(18-9) 
由 式 (18-9) 可 见 ,z=a 处 ,种 一 0,x 一 0。 这 表明 分 层 段 与 


未 分 层 段 的 交界 面 既 无 平移 亦 无 转动 ,未 分 层 段 可 被 视 为 固定 端 。 

式 (18 - 9) 给 出 的 位 移 对 应 于 罕 级 数 剪 切 载荷 的 通 项 。 根 据 
此 通 项 解答 ,利用 午 加 原理 即 可 得 到 任意 载荷 作用 下 的 位 移 解答 。 
该 位 移 解答 形式 除了 可 用 于 解决 梁 的 问题 外 ,还 可 用 于 构造 层 板 


` 的 位 移 模 态 。 


18.1.4 分 层 力学 分 析 


f 由 式 (18- 9), 可 分 别 写 出 分 层 区 的 应 变 能 和 外 力 势 能 的 表 
达 式 
ons e ER 
分 层 区 的 总 势能 为 
H=U+V (18-11) 
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分 层 区 的 能 量 释 放 率 为 


G=% (18 -12) 
da 


将 式 (18 - 10) . 式 (18 -11) 代 入 式 (18 - 12) , 即 可 得 出 分 层 区 
按 比例 扩展 时 的 能 量 释 放 率 。 


18.2 层 合 平板 三 维 分 层 问 题 的 能 量 解 法 
与 分 层 力学 分 析 


18.2.1 附加 位 移 的 片 条 合成 表达 式 


1 复合 材料 层 合板 的 受 力 状态 分 解 

图 18 - 9 表示 四 边 简 支 复合 材料 四 层 板 ， 铺 层 上 下 对 称 ， 受 模 
向 载荷 作用 ,在 外 层 与 内 层 间 存在 上 下 对 称 的 椭圆 形 分 层 区 。 分 
层 区 边 长 为 24,26, 外 层 、 内 层 厚度 分 别 为 2 与 ::。 如 图 建立 
Oxyz 坐标 系 ,原点 O 位 于 两 分 层 区 中 心 连 线 与 层 板 上 下 对 称 面 
的 交点 处 ,z,y 轴 平 行 于 分 层 区 的 两 边 。 


图 18 -9 含 机 贺 形 内 部 分 层 的 复合 材料 层 合板 
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层 合板 沿 = 方向 受到 横向 分 布 载荷 作用 。 载 荷 关 于 zz, yz 
平面 对 称 ,将 zz 平面 内 层 板 的 受 力 状 态 示 于 图 18 - 10。 将 
图 18 -10 所 示 原 始 受 力 状 态 分 解 为 对 称 状 态 Ca) 与 反对 称 状 态 
《B) ,如 图 18 -11 与 图 18 -12 所 示 。 分 层 的 产生 与 扩展 可 看 成 不 
受 对 称 载荷 的 影响 ,而 仅 取决 于 反对 称 载荷 状态 。 

2 


图 18-10 原始 受 力 状态 


9 q ql q ql 


ql F q ql q ql 
W 18-11 对 称 状态 (a》 图 18-12 反对 称 状态 (P) 


进一步 将 图 18 -12 所 示 的 (B) 状态 分 解 成 (B 与 (及 ?状态 ,如 
图 18-13 与 图 18-14 所 示 。 在 (8 ) 状 态 中 ,分 层 表面 受到 剪 切 
载荷 rz (z,y) 和 ze (z,y)。 它 们 等 于 无 分 层 层 板 中 该 层 层 间 的 切 
应 力 。(B 状态 即 相当 于 无 分 层 状 态 。re (z,y) 和 zw Cr,y) 就 是 
由 常规 层 板 理论 所 求 出 的 层 间 切 应 力 。 由 于 结构 关于 三 个 坐标 平 
面 对 称 ,外 载荷 关于 zO< 与 yOz 平面 对 称 ,而 关于 zOy 平面 反对 
称 , 故 rz- (z, y) fll Ty (z, y) X: F zOz 与 yOz 平面 对 称 ,而 关于 
ZOy 平面 反对 称 , 且 分 层 上 下 表面 的 剪 切 载荷 互 为 作用 力 与 反 作 
用 力 。 在 图 18 - 14 所 示 的 (及 状态 中 ,各 分 层 表 面 受到 与 
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r. (m,y) #l Tay (zyy) 大 小 相等 方向 相反 的 剪 切 载荷 Tu (z, y) 和 
rw(Zzy)。 层 板 分 层 的 产生 与 扩展 即 源 于 此 状态 。 与 分 层 相关 的 
位 移 和 应 力 取决 于 r-(z,y) 和 z. (zy)。 通 过 以 上 分 析 , 在 考虑 
板 受 横向 分 布 载荷 的 分 层 问 题 时 ,就 只 须 研 究 图 18 - 14 所 示 的 附 
加 分 层 状 态 ( 及 ,从 而 使 问题 大 为 简化 。 


ql q ql 
ql 9 ql 3 


m 18-13 无 分 层 状 态 (》 图 18-14 附加 分 层 状 态 (有 > 


2， 位 移 函 数 的 设立 

在 图 18 - 14 所 示 的 附加 分 层 状态 中 ,假设 分 层 部 分 在 xOz， 
yOz 平面 内 无 剪 切 变形 。 对 于 未 分 层 区 ,在 未 分 层 的 层 板 表面 与 
边界 上 没有 外 力 ,在 它 与 分 层 区 的 交界 面 上 也 无 合力 ,根据 经 典 的 
层 合板 理论 , 板 的 未 分 层 区 可 被 视 为 刚体 。 若 在 层 合板 中 取出 一 
与 xz 平面 或 yx 平面 平行 .厚度 为 无 限 小 的 切片 , 则 该 切片 可 看 
成 是 含 分 层 的 层 合 梁 , 在 分 层 表面 上 受到 互相 垂直 的 剪 切 载荷 作 
用 。 在 切片 平面 内 的 剪 切 载荷 作用 下 ,切片 的 受 力 状态 与 
图 18-7 所 示 梁 的 受 力 状态 相同 ,切片 平面 内 的 剪 切 载荷 引起 挠 
度 与 面 内 位 移 ; 在 与 切片 平面 垂直 方向 上 的 剪 切 载荷 作用 下 ,切片 
可 看 成 在 横向 载荷 作用 下 梁 的 弯曲 问题 ,其 弯曲 产生 的 挠 度 即 为 
切片 在 层 板 平面 内 的 面 内 位 移 。 由 此 ,来 构造 层 合板 的 位 移 模 态 。 

与 18. 1 节 类 似 , 设 剪 切 载荷 以 震级 数 形式 给 出 ,其 通 项 表示 为 


人 人 
(m,n.p,qg = 0,1,2,.…) 


(18- 13) 
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式 中 
e-f v-a 


考虑 到 结构 与 载荷 的 对 称 性 , 仅 画 出 复合 材料 层 合板 分 层 区 的 
第 一 象限 ,并 将 外 层 、 内 层 分 别 标识 为 第 一 、 二 层 , 如 图 18- 15 所 示 。 


图 18 -15 分 层 区 第 一 象限 
首先 ,来 构造 层 合板 分 层 部 分 的 出 面 位 移 模 态 。 


沿 y=0 取 切 片 , 则 在 此 切片 中 ,根据 式 (18 - 9), 挠 度 可 表 
示 为 


w(x,0) w[1—2+3(z) +; 21 (2)” ] 


(18 -14) 
再 沿 方向 取 切 片 过 点 (z,，0), 则 在 此 切片 中 , 挠 度 可 表示 为 


wlr, y) = wz,0 [1 Hg +—5 (2) ] 


(18 -15) 
故 分 层 区 内 任 一 点 的 位 移 可 表示 为 


wlr, y) w[-24(3) + 2 (z) ] 


D-8) + 人 区] -10 
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式 中 ,z 为 挠 度 幅 值 。 
也 可 以 先 取 ?方向 的 切片 ,再 取 工 方向 的 切片 。 构 造 的 结果 
如 下 : 


w(r,y) |! m+3/E) + i (2) ]' 


m+ 1\a m+1 
D-E tal] o 


综合 式 (18 -16)、 式 (18 -17) ,可 取 


wey = (FE) a] 
m 


L-HAGA HE-HE) + 
sae PEE a] 


(8-18) 

现在 来 构造 层 合板 分 层 部 分 的 面 内 位 移 模 态 。 
首先 沿 z 方向 取 切 片 , 切 片 过 原点 ,根据 式 (18 - 9), 此 切片 
中 ,第 一 层 板 中 面 的 面 内 位 移 可 表示 为 


| 


(18-19) 
式 中 ,zx 为 待定 位 移 参 量 。 
再 过 点 (z,， 0) 沿 y 方向 取 切 片 , 此 切 
片 受 工 方向 的 载荷 ,如 图 18 - 16 所 示 , 所 
以 此 切片 应 看 成 处 于 弯曲 变形 状态 。 


下 面 来 求 y 方向 切片 的 位 移 模 态 。 
设 梁 的 长 度 为 25 ,以 梁 的 中 点 为 原 图 18-16 y 方 向 切片 
点 ,其 载荷 分 布 为 的 受 载 状态 


== (Ë) (18 - 20) 
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则 受 载 梁 的 平衡 方程 为 
El. = (Ë) (18 -21) 
对 上 式 积分 ,得 到 
EI, j. = mil) +A] 
Els 村 z mr +A(2)” +B] 


du 1 ED iig 
EL Jy mt) + 


2+ +c] 


2 
E 
Ela = pa Grbe aroaro T SÍ) di 
S SO Es 


式 中 ,A,B,C,D 为 待定 常数 , 需 根据 边界 条 件 来 确定 。 
图 18 - 16 所 示 情 况 的 边界 条 件 可 表示 为 


du 
Imo a (18 -23) 
y=8 至 =。 (u = 0) 
又 由 载荷 分 布 的 对 称 性 ,在 梁 中 点 处 ,前 力 为 零 , 即 有 
y=0, =o (18 -24) 


由 式 (18 - 21) 至 式 (18 - 24) 可 确定 待定 常数 , 即 
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A=0 | 
B b? | 
D G+ 2 3 
(Qn + 1)(n + 2)(n+ 3) 8-25) 
C=0 
D 1 o" 
一 2 十 DC 十 3 十 4 
由 以 上 各 式 可 得 
ba [2 n+4 Ç 2 st 
“= E, ar! sralo) +l) ] 
18- 26) 


于 是 过 (z,，0) 点 y 方 向 切片 z 方向 的 中 面 位 移 可 表示 为 


wo (zy) = wx,0) [1 -Hgy +g] 


(18-27) 
将 式 (18 - 19) 代 入 ,分 层 区 内 第 一 层 中 面 上 任 一 点 (x, y) 的 zx 方 
向 位 移 为 
rx EN IE n+4 , 2 A Yai 
ilary (2) J[: zle) +z) ] 
(18-28) 
同 理 , 分 层 区 内 第 一 层 中 面 上 任 一 点 (z，y) 的 y 方向 位 移 为 


nay = e[t- (2 -2HE a] 


(18 - 29) 


式 中 ,mw 为 待定 位 移 参量 。 
-在 小 变形 ,无 剪 切 变形 条 件 下 ,一 、 二 两 层面 内 位 移 为 


ui(z,y,zm) = uo(z,y) — 
f wlz, y) 
iT ys) = wo (z,y) -2 
9w(r,y) 2 
u (rz,y,z,) 一 一 _— vls yez) 一 一 Cr, 


(18-30) 
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上 式 中 ,zi ,zz 分 别 为 第 一 .二 层 的 局 部 坐标 。z” 的 坐标 原点 位 于 
第 一 层 中 面 与 总 体 坐 标 > 轴 的 交点 上 ,zs 的 坐标 原点 与 总 体 坐 标 
原点 重合 。zi ,zs 与 z 的 关系 如 下 : 
m = z (0 < z < t;) 
z =z—t—tb (ts < =< tj +2t,) 

至 此 ,构造 了 以 待定 位 移 参量 w, vos w 表示 的 对 应 于 
式 (18 - 13) 载荷 状态 的 分 层 区 内 的 位 移 模 态 。 此 位 移 模 态 满足 
分 层 区 位 移 边界 条 件 。 


18. 2.2 附加 位 移 的 片 条 合成 一 一 能 量 解 法 
在 小 变形 条 件 下 ,根据 几何 方程 
4= z +2) 48-31) 


由 式 (18- 18) 式 (18- 27) ERAS - 30) 可 得 应 变 分 量 的 表达 式 
Ei = Fyw (TY ot ssow (m,y) + ta (zm, y) 
(18 - 32) 
式 中 , 表示 层 号 ;i,j 二 1,2, 与 =, y 相对 应 ;函数 TC) s Sjow » bjao 
是 根据 式 (18 - 18) .36G18 - 27) 至 式 (18 - 30) 求 出 的 系数 。 
在 线 弹性 条 件 下 , 层 板 的 物理 方程 可 表示 为 
jw = CfE jw CGisj, p,q = 1,2) (18 - 33) 
式 中 ,一 1,2, 表 示 层 号 SR #l; C; H AARE # 3 , 
若 层 板 为 正 交 铺 层 , 且 外 层 为 0" 层 (纤维 沿 > 8), AEA 90° 
层 , 则 在 这 种 情况 下 ,有 
Ci Üz , Cii me Chi Ca = Ca 9 Ch> kasi Cu 
Cjin sÀ Cu ? Ciizz = C; = = Ci = Ca , C; = Cz 
出 Ci: Cin Css 
Ci: = Ciia = C, = CB = 0 
Ci, = CH: = Cie = Ci =o 


(18 -34) 
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RP, Cu ,Cs 等 为 材料 主轴 坐标 系 中 的 刚度 系数 。 
= E, = _ E 
(] — wowi》" Cz A — vva) 
w E, vE: Po _ 
(1 — nz») (1 — nra) Ces = Griz 


Ciz Ca = 


(18 - 35) 
式 中 ,下 标 1 表示 纤维 方向 ,下 标 2 表示 垂直 纤维 方向 ,E; 为 i 向 
的 弹性 模 量 ;v; 为 当 应 力作 用 在 i 方向 时 ,由 它 引 起 的 j 方 向 应 变 


与 i 方向 应 变 的 泊 松 比 , w=- a, 作用), Gs: 为 1-2 平 


面 内 的 剪 切 模 量 。 
分 层 区 内 层 板 的 应 变 能 (只 考虑 第 一 象限 ) 为 
1 2 
U = a Sjen Eju da a8- 36) 


式 中 ,Vi 为 层 板 第 一 、 二 层 在 第 一 象限 内 的 体积 。 外 力 势能 为 
= f {rea ry — n) — u (zys) 
Ty (TD zy — t1) — (z,y,t,)])dA 
(18 - 37) 
式 中 ,A 为 分 层 区 面积 的 1⁄4; ,ts 分 别 为 分 层 上 下 表面 在 = ,zz 
局 部 坐标 下 的 坐标 值 。 
对 式 (18 -36) \ 式 (18 - 37) 求 变 分 ,经 整理 可 得 
u An An! rduo 
òU = (u v w [As Anz An B 
a Ax And w 
ôV = [Bı B, B:][ðus ðv So] 


d8- 38) 
式 中 ,A; B; 可 根据 应 变 、 应 力 表达 式 积分 而 得 。 
最 后 ,根据 最 小 势能 原理 
5U+V)=0 (18 -39) 
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得 到 
An Anr As uo B, 
P Ax Az fJ- B (18-40) 
31 A; As Wo 3 
可 以 证 明 
Ax = Ax; An = As = Ax = Ax = 0 
求解 线性 方程 组 式 (18 - 40) ,可 得 
u= B, Az —B:Ax 
AunAz —ArAr 
Ae a aa As Ge- 
B, 
w = An 


由 上 式 的 计算 结果 可 得 出 分 层 区 三 个 方向 的 位 移 模 态 , 进 一 
步 可 根据 几何 方程 和 物理 方程 得 出 分 层 区 的 位 移 场 和 应 力 场 。 


18.2.3 附加 位 移 的 三 角 级 数 一 一 能 量 解法 


前 面 在 层 合 梁 分 层 问题 力学 模型 的 基础 上 构造 了 层 合板 分 层 
问题 的 位 移 模 态 。 下 面 ,利用 三 角 级 数 来 构造 位 移 模 态 。 

由 于 研究 对 象 相同 ,所 以 在 这 里 不 再 重复 力学 模型 的 建立 过 
程 ,直接 对 图 18 - 14 所 示 的 (及 状态 进行 分 析 。 考 虑 到 结构 与 载 
荷 的 对 称 性 , 仅 分 析 分 层 区 的 第 一 象限 ,并 将 外 层 标识 为 第 一 层 ， 
内 层 标识 为 第 二 层 。 . f 

对 于 层 板 的 未 分 层 区 ,在 图 18 - 14 所 示 的 (及 》 状态 中 ,未 分 
层 的 层 板 表面 与 边界 上 都 没有 外 力 , 未 分 层 区 与 分 层 区 的 交界 面 
上 也 无 合力 。 故 根据 经 典 的 层 板 理论 , 层 板 的 未 分 层 区 可 视 为 刚 
体 。 考 虑 到 结构 及 载荷 的 对 称 性 ,可 得 分 层 区 第 一 象限 边界 条 件 


z 一 0 时 wazo 0 
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y=0 时 mo 一 0， = 0 
在 边界 曲面 (三) 十 (之) =1 上 ,有 


9 
wd. We eo ' "20 wo 
3x 3y 


式 中 ,zwo*wo 分 别 为 第 一 层 中 面 的 z,y 向 位 移 ;w 为 板 的 横向 位 
移 。 另 外 应 指出 ,在 状态 分 解 过 程 中 ,由 于 对 称 受 载 状态 的 存在 ， 
可 以 认为 分 层 区 外 层 与 内 层 之 间 存 在 法 向 约束 ,所 以 内 、 外 层 的 横 
向 位 移 相 同 。 

根据 边界 条 件 ,可 设 


w= Ð An[f (F(a -onl 


R 


)] 


(m,n = 1,2,3,") 


š (18-42) 
式 中 ,Am, s Bun ,Cn,S 均 为 待定 常数 。 


eai G eE 


(E)- = (== 


r a P. lrz)+1, u 
tl 
z.(Z)= sin (= xa), z. (2 = sin 
为 了 计算 简便 ,在 这 里 取 f=1/2。 
至 此 ,利用 三 角 级 数 构造 了 层 合板 分 层 三 维 问题 的 位 移 模 态 。 
同样 ,根据 能 量 法 ,可 以 求解 出 位 移 函 数 中 的 广义 位 移 , 并 进一步 
得 到 应 变 、 应 力 解答 ,具体 过 程 不 再 详 述 。 
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18.2.4 含 术 圆 分 层 层 合板 分 层 力 学 分 析 的 能 量 


为 了 分 析 三 维 分 层 问题 ,采用 法 向 切片 法 。 首 先 在 分 层 前 沿 
切取 法 向 切片 ,然后 从 两 方面 分 析 。 一 方面 ,假设 椭圆 分 层 区 前 沿 
的 位 移 场 模 态 ,根据 第 17 章 中 对 二 维 分 层 问题 的 分 析 并 将 法 向 切 
片 分 层 表面 位 移 在 分 层 前 沿 展开 ,建立 分 层 区 能 量 差 率 和 分 层 区 
位 移 幅 值 的 关系 ; 另 一 方面 ,根据 18. 2. 2 节 介绍 的 片 条 合成 一 一 
能 量 解法 确定 分 层 区 能 量 差 率 。 由 此 确定 位 移 幅 值 ,进而 得 到 能 
量 释放 率 沿 分 层 前 沿 的 分 布 。 

1. 二 维 裂 纹 总 位 能 差 率 与 应 力 强度 因子 的 关系 

对 于 法 向 切片 而 言 , 平 面 剪 切 和 反 平 面 剪 切 同时 存在 。 而 且 ， 
不 论 层 板 怎样 铺设 ,分 层 上 下 的 层 板 应 按 斜 交 铺 设 处 理 , 各 切片 上 
下 层 板 的 铺 层 角 与 切片 位 置 有 关 。 

”对 于 斜 交 铺 层 复合 材料 之 间 的 开 型 与 下 型 层 间 裂纹 问题 (如 
图 18 -17 所 示 ) ,第 17 章 用 特征 函数 展开 法 ,用 应 力 强 度 因子 表 
示 裂 纹 延长 线 上 的 近 场 切 应 力 与 裂纹 上 下 表面 面 内 位 移 。 


图 18-17 二 维 层 板 分 层 的 力学 模型 
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对 斜 交 铺 层 层 板 平 面 剪 切 型 ( 卫 型 ) 界 面 裂纹 ,由 17. 3 节 的 推 
导 可 得 
Ki 


on | = dat |oo = a a8- 43) 
2(pugis + Pags|Í|) r? 
z K (18 - 44) 
Ka |,. tungis tags V2nx ! 
1/2 
uz = 2(bu + Pzgr) r Ku 8-45) 


We tn gis + t21 835 2r 
对 斜 交 铺 层 层 板 反 平 面 剪 切 型 ( 亚 型 ) 界 面 裂纹 ,由 17. 1 节 的 
推导 可 得 


K 
om |oo = e= ano = :三 (18- 46) 
2 r? 
EEN K (18 -47) 
加 | ah Jan " 
2 r”? 
=——— =K 18 -48 
“| == AE" ay 


式 中 的 系数 均 为 已 知 常数 ,在 第 17 章 中 确定 。 
设 二 维 裂纹 长 度 由 a 扩展 至 a 二 Aa, 则 系统 的 总 位 能 差 * 为 


aa 
AT =— tf CO Aun — Or Au, + Oni My — O2 Aty ) dr 


(18 - 49) 
T 8 BË E RUR EALO B| 48 88 E EOR 55 Wi JJ 38 E A F B9 
关系 如 下 : 


AGE_ 1+¢ rs Bugis + pe gs + Piz + pos gs 2 
e lim da aB Ua RC gs + tai gas) Ki 


(18-50) 


2. 分 层 前 沿 法 向 切片 的 位 移 与 应 力 强 度 因 子 
首先 假设 椭圆 分 层 区 上 下 表面 任 一 点 的 面 内 位 移 ,函数 下 标 
1 和 2 分别 表示 分 层 上 下 表面 , 即 
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u(z,y) = fi(z,y), (zyy) = g(x,y) } 
tu, (z,y) = f. (z,y), (z,y) = g: (z, y) 
(18-51) 
椭圆 形 分 层 区 的 面 内 位 移 如 图 18 — 18 所 示 。 


(a) 分 层 前 沿 法 向 切片 位 移 O) 分 层 前 沿 位 移 展开 


图 18-18 椭圆 形 分 层 区 的 面 内 位 移 
过 任意 点 (z,y) 取 分 层 区 前 沿 的 法 向 切片 ,与 z 正 半 轴 夹 角 
为 ,如 图 18 - 18(a) 所 示 , 切 片 内 分 层 上 下 表面 的 平面 剪 切 位 移 
Dui,Du 以 及 上 下 表面 的 反 平面 剪 切 位 移 Du: , Dg: 分 别 为 


Di, =— Guaicos p+ wsin @), Du: =— (usin ó — vi cos $) } 
Di: =— (uzcos # + vsin p), Du: =— (uzsin ó — v; cos #) 
(18 -52) 


设 式 (18 - 51) 中 面 内 位 移 函 数 的 平方 为 
F (x,y) 一 (zy)， G: (x,y) = gi(z,y) 
H,Gz,y) = filz, y)g (x,y) 
F,(z,y) 一 Crzy)， G,(z,y) = gš(z,y) 
H,(z,y) = f.(z,y)g:(xz,y) 
i (18 -53) 
将 以 上 函数 在 分 层 前 沿 任 一 点 (zs*yy) 处 用 泰勒 级 数 展开 ,并 
略 去 高 阶 小 量 ,于 是 可 得 
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(y) = Fiy) = [E L| ,(z— z) +E K x]: 


WG) = Gay = [| z) + $ IRE > ] 


u (Ty (zy) = H,(z,y) = É H, RE z) + 


za, (y— >x ] 


9F. 
iy) = Fey) = [E], zy ) + | (> >) | 


š 3G; 3G. 
Cry) = G(x, y) FARG z) +% ARS > | 


a | 
ax !”? 


zz(Zyy)w(zyy) = H,(x,y) [ (z=— z,) + 


2H, 


l: g= >) ] 


(18-54) 
RARAS - 52), PAN W 89 fu # Ey tJ k sN p 


raF. oF 1 

Di: =|3z paa) + |, 5) (cos g)? + 
raG aG ee 
= pT ZX) a | Yo) |(sin p) + 
PE a-a], Jin 29 
L oz 

Di. =E paap +|, 0y ein D+ 
KARS -z9 +], (y— yp) |Ccos g): 一 
raH 
[= ; G-a) + a, (> 一 yp ) |sin 24 


633 


Ú 断裂 与 损伤 力学 


Då: -[E 2 | ， (z— z) +E |, (y— 3) | Tecos p 十 
È], a-a) + 52 |, o=» ] Jesin p? + 
[E| e-a | w= y) ]sin 29 

bies el a-t] o- yp) ]Jesin o + 
HIK r: ,Cy — y) (cos p? — 
D|, (= z) + z), (y— y, ) Jsin 24 


又 由 图 18 - 18(b) 知 
— z = r cos %, y —y=rsng (18-55) 
于 是 ,上 式 化 为 


ia =— [ 爱 |， cos o+], sin #]eeos p- 
G, | 
T 


[ 
[= 


:|， cos a. wa p 一 


rsin 2y 
Du, 一 一 E| cos ó+ | sin wheos 2): 一 


a |, cos razl sin g| csin p + 


[2 


式 中 ,&=1,2, 表 示 分 层 上 下 表面 。 
式 (18- 56) 给 出 了 法 向 切片 内 的 平面 剪 切 位 移 和 反 平 面 剪 切 
位 移 。 根 据 第 17 章 给 出 的 二 维 分 层 问题 分 层 前 沿 位 移 场 , 即 由 
式 (18 -44)、 式 (18 -45)、 式 (18 -47) 和 式 (18 - 48), 可 得 切片 应 
力 强度 因子 与 切片 位 移 的 关系 
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haali ilg 
Di = ggn Di = zcy Kur 

2 2 l g 
Di: = yp% Di: = pgr 


将 式 (18 - 56) 代 入 上 式 , 可 得 
FS =— a; (WD EB, 


Pe] 


ETEL T sin 9 ] cos 9)? + 
3y lp 


学 


cos 4 十 可 


DZ 


3H, 
[ ax 


,sin #]ein D+ 


k ; " 2i 
,os š #]sn 2g) (18-57) 


z ƏF,| . IF, "ç 
Ki =— B; wll Je |, os s+ | sin y]csin) 十 


[2E] co i sin w]eos p — 
2H, H, > Z 
[= „Sin 9 ]sin 29 8-58) 
其 中 的 常数 为 
1 (Puet pangs) 2 SPS E 2 
ar (9) ting + ta 83s x B: (2) api 7 
1 (十 Paka j; 2 1 L 2 
a; (9) tungis tags) m’ BED apih x 


应 当 说 明 的 是 ,上 式 中 各 系数 均 为 铺 层 角 的 函数 , 即 为 切片 方位 y 
的 函数 。 
分 层 区 及 其 扩展 示意 图 如 图 18 - 19 所 示 。 
设 图 18 - 19 所 示 的 椭圆 形 分 层 前 沿 的 参数 方程 
T = acos @, y = bsin @ (18-59) 
则 其 上 一 段 弧 长 为 
一 VCasin p)? + (bcos p)’ de (18-60) 
椭圆 上 (z,y) 点 处 的 法 线 与 z 正 半 轴 夹 角 少 可 表示 为 
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图 18 -19 分 层 区 及 其 扩展 示意 图 


asin Q 
` V (asin 9)° + (bcos p) 


+s sin $ 


bcos g 
(asin p)’ + (bcos p) 


cos y= 


(18-61) 


设 裂纹 尖端 区 ( 即 椭圆 形 分 层 区 边缘 ) 附 近 的 位 移 场 函 数 模 


态 为 5 


+ + + 十 
r yor 1 r s ut , ia y. 1 
人 
hs w AR — —— — 
a FS FS he SPS “hhs 
1 I 
人 
ne ,hah 
pp A P u 
se Sae se sa He e 
l 
A l. "Seq A = 
人 
+ + + + + + 
Q U SR a Gu. Sh L SW Sapa 
本 “一 “一 “一 
se Re a a a Fe 
I 
x. aty es = =" i 
SZ SSD A "sS 
K. o oh e ne a 
”一 “一 -一 “一 “一 
we F me me ps hs 
1 1 
Mes Cala a S. Sa U. SEK: Y Sra 
CD A se es 
让 
sls whe SF ae ao aa 
a 会 x a s x 
l lI 
%, ` 
BI a 
~ ° 


(18 -62) 
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式 中 ,6/,& 等 为 位 移 函 数 幅 值 ;变量 


a = a, 1— J = acos 9 
(18 -63) 
2 
b= 1— E = bsin 9 
H sa 时 
2 
lim Z = 1, 1— £ = 2 2 = 2 —cos @ 
a a a a 
(18 - 64) 
当 y—b 时 
im a= A 二 人 - 
lim š 1 1 > 2 z 2 Z sin $ (18 -65) 


于 是 , 略 去 高 阶 项 , 式 (18 - 62) 表 示 为 


fi(xsy) = el / P cos #cos PH sin ysin "2 


g(x,y) = £, [Zos cos Pt Zsin ysin oh 
(18- 66) 


因而 


2 
F (z,y) = s| Zos pos 9 十 Z jin ypsin e] 六 


2 
Gi(z,y) = g [Zos pos @ +, Ssin ypsin e] r 


2 
H, (zy) = ê, [Zos gcos ph Fsin ysin e] r 
(18 - 67) 


ER 18-18 所 示 法 向 切片 内 ,给 任意 点 到 分 层 前 沿 的 距离 r 
一 个 增 量 dr, 其 在 坐标 轴 上 投影 为 dz,dy, 则 有 


cos g =— $, sin y = 一 学 
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aF, aF, dry. aF, d dF, 
Era A | Cg)— = 


dr 


z el |Z cos yeos p+ JŽ sin wsin e| 


2 
sin ç =— £ [Zos gos p -h Z sin yein °] 
; a b 


2 
sin $ =— £/€, [ / = cos gros p +, /Ssin ysin e] 
, D 


(18-68) 


3G, 35G 
= | for ++ ay 


3H, 
Ax 


cos #+ 2n 
, 9y 


代入 式 (18 - 58) 可 得 
== 
i = ar; (0)(6rcos p+ &,sin p [Zos gcos 9 十 


/| 
Bsin ysin °] 


a = B: p) (8, sin $ — Ẹ cos 2) [Zos gcos 9 十 
|Żsin sin °] 


3. 含 椭圆 形 分 层 复合 材料 层 板 的 能 量 释放 率 分 布 
由 式 (18 - 50) ,分 层 区 法 向 切片 的 能 量 释放 率 与 应 力 强 度 因 
子 的 关系 可 表示 为 


(18 -69) 


R= y. K} + Yu Kå (18 -70) 
式 中 
Yu — bugis + Pags + pr + pegs, y = LEF 
r(t gis + tags) dp h E 
(18-71) 


设 椭 圆 分 层 区 沿 zx,y 方向 分 别 扩展 da,db, 如 图 18 -19 所 
示 , 则 法 向 扩展 为 
dr = cos cos gda + sin ysin gdb (18-72) 
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于 是 , 随 着 分 层 区 的 扩展 ,其 总 位 能 的 增 量 表示 为 
dl =—$Rdrds = 


[- fo K% + Yu Kt )cos gcos gds |da + 


[-f (yn K% + Yu Kĝ )sin ysin gds |a (18-73) 
另 一 方面 ,椭圆 形 分 层 区 的 总 位 能 增 量 表示 为 
dir = Haa + Hao (18-74) 
ða 3b 


由 于 da, db 的 任意 性 ,比较 式 (18 - 73) 5R (18 - 74), 并 将 
式 (18 -60) 与 式 (18 - 61) 代 人 可 得 


ar =— | (Zi Kà + Ya Kh )b(cos g): dg 
i a 8-75) 
o =- Í (Ya K} + Yo K4 Ja (sin p)2d9 


将 式 (18 - 69) 代 入 式 (18 - 75), 可 得 到 关于 ë, , £, 的 非 线 性 方程 
组 , 即 


aur =- Í Crna; (Plé/cos y+ Esin p)? + Yu? (YCE sin g — 


š ; é 
&,cos DI 2 eos gcos pH Bsin ysin e] b(cos @)° do 
(18-76) 


2u =-| Crynai (多 (6rcos y+ & sin 4)? + Yahi (2) ésin y— 


2 
& cos p| /Zeos gcos ph/ Bsin ysin ?| alsin p)2dp 


(18 -77) 
经 积分 后 , 式 (18 - 76) 、 式 (18 -77) 可 写成 
M L AG+AG HAE (18 - 78) 
all 
= = By + B-66, + Be (18—79) 


3b 
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其 中 ,积分 


A =-Í [Yus (bcos p)? + Yus(a sin @)° J 。 


2(bcos p + asin 9) (cos P dp 
a[ (asin p)? + (b cos p)? JÈ 


A; =--| 2(7Ynm。 一 Yus)sin pcos @ * 


2b(bcos @ + asin @)° (cos Pip 
[ (asin p)? + (bcos p)? J: 


A; =- Í, [Yr (asin p)? + Yua(bcos p)’ J * 


2(bcos g + asin @)° (cos Pa 
a[ (asin p)? + (bcos @)° Jè 


dp 


B, =- Í [Yre (bcos p)? + Yua (asin @)° ] * 


2(bcos g + asin p)’ (sin Pdp 
b[ (asin p)? + (bcos @)° ]* 


B: =- Í 2(Yga — Yua)sin gcos @ ° 


2a(bcos g+ asin @)° (sin p)? 
[ (asin g)? + (bcos p È 


dy 


B, =- Í C71. Casin p)? + YaaCbcos B)?] * 


2 (bcos @ + asin p)’ (sin Pdp 
b[ (asin g)? 十 (bcos p JÈ 


(18 - 80) 
式 中 
Yue = Yra » Yna = Yak (18-81) 
至 此 ,在 法 向 切片 内 得 到 了 能 量 差 率 与 分 层 区 前 沿 位 移 幅 值 
的 关系 。 


另 一 方面 ,根据 片 条 合成 一 一 能 量 解法 ,由 式 (18 - 36)、 
式 (18 - 37) ,可 分 别 写 出 分 层 区 的 应 变 能 和 外 力 势 能 的 表达 式 , 即 
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U = 4(Auu + A; + Aizu + Anw) 
=—4(Biw + B; + Bw) 
分 层 区 的 总 势能 为 


kas - 82) 


H=U+V (18-83) 
这 里 ,附加 位 移 幅 值 ur to 是 分 层 区 尺寸 a,b 的 函数 , 求 导 得 


DU WRR EF wm ,mv 的 大 小 , 则 根据 能 量 法 确定 。 


求解 非 线性 方程 组 式 (18 -78)、 式 (18 -79) 得 到 位 移 幅 值 6 ， 
饼 的 值 ,代入 式 (18 - 69) 即 得 到 应 力 强度 因子 ,再 代 人 式 (18 - 
70) ,可 得 沿 椭圆 分 层 区 前 沿 的 能 量 释放 率 的 分 布 。 

以 上 给 出 了 一 般 情况 下 复合 材料 层 合板 分 层 问题 能 量 释放 率 
的 计算 方法 。 下 面 再 给 出 复合 材料 层 合板 分 层 问 题 能 量 释 放 率 的 
一 种 简化 计算 方法 。 

在 式 (18 -66) 中 所 设 位 移 f(x,y) 与 g1 (zx,y) 是 相同 的 函 
数 ,因此 可 以 认为 名 = 扣 一 纪 并 假设 裂纹 的 虚 扩 展 方 式 是 比例 扩 
展 , 即 

da=adf, db = bdf 


于 是 
_ Ən. , am, _ rom, , al 
dn = da + Hao = [SL + Ay Jay (18- 84) 
同时 
dl =—Rasdgdf =-fo KS + Yu Kå )abdedf 
(18-85) 
由 以 上 两 式 得 
a 


+2 =— ou K) + Ya Kh abae = 


Jar 
一 efir, ar (bcos p+ asin P)? + Yap: (asin g — 


2(bcos e + asin p)? 
~ bcos 9)*]— es p T asin P? dp (18-86) 
[lasin g}? + (bcos p È $ 
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式 中 ,左边 35, 2 由 总 势能 表达 式 (18 - 83) 求 导 后 得 到 。 由 


式 (18 - 86) 容 易 解 得 的 值 。 将 $ 值 代入 式 (18 - 69) 可 得 到 应 力 
强度 因子 Ku ,Ka 的 表达 式 , 再 根据 式 (18 - 70), 即 可 得 分 层 区 各 
点 的 能 量 释 放 率 分 布 的 表达 式 
R(@) =&[Yrar (bcos g + asin 9)2 + Yu B: Casin p — bcos @)°] * 
2(bcos e + asin @)° 
ab[ (asin p)? + (bcos p)? J? 
式 中 ,9 是 椭圆 参数 角 。 

4. 算 例 及 结果 分 析 

设 正 交 复 材 四 层 板 铺设 角 为 [0"/90"/90"/0"] ,0" 层 纤维 沿 z 方 
向 ,材料 常数 如 下 :已 = 137.9 GPa, E, = 14.48 GPa, Gu = 
5.86 GPa,u; =0. 21, v =0. 21, BE <= 方向 为 椭圆 分 层 区 的 长 
轴 方 向 , 半 长 轴 a=100 mm 不 变 ,而 半 短 轴 分 别 为 一 100 mm, 
90 mm, 80 mm, 70 mm, 60 mm, 50 mm。 下 面 给 出 在 各 种 几何 
尺寸 和 载荷 状态 下 , 含 椭圆 分 层 区 的 层 合 板 按 椭圆 参数 角 9 的 能 
量 释放 率 分布 值 (1/4 分 层 区 )。 横 坐标 为 椭圆 参数 角 oC). A 
标 为 能 量 释放 率 (N m), 

图 18 - 20 给 出 了 双向 均 布 载 茶 作用、 厚度 比 t/t =1 情况 
下 ,六 种 椭圆 形 分 层 区 的 能 量 释 放 率 分 布 。 由 图 中 可 以 看 出 ,能 量 
释放 率 沿 分 层 区 前 沿 的 变化 很 大 ,其 幅 值 点 随 短 长 轴 比 的 变 小 而 
趋向 于 长 轴 顶 点 ,最 大 值 出 现在 b/a=1 BF 8=17" 附 近 , 并 且 在 不 
同 分 层 区 形状 下 ,最 大 能 量 释放 率 随 着 短 轴 的 增 大 而 增 大 。 

由 于 能 量 释 放 率 的 幅 值 点 并 不 随 厚 度 变 化 而 变化 ,图 18 - 21 
给 出 了 总 厚度 不 变 时 在 双向 均 布 载荷 作用 下 ,在 能 量 释放 率 幅 值 
点 能 量 释放 率 随 厚度 比 的 变化 规律 。 

图 18 - 22 与 图 18 - 23 分 别 给 出 了 在 只 有 工 方向 和 只 有 x Jr 
向 均 布 载荷 作用 下 ,不 同 椭圆 形 分 层 区 下 的 能 量 释 放 率 分 布 。 由 


图 中 可 以 看 出 分 布 规律 与 双向 均 布 载荷 作用 时 相似 。 等 值 均 布 载 
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能 量 释 放 率 /IN ， m°) 


图 18-20 双向 均 布 载荷 作用 下 不 同形 状 
分 层 区 分 层 前 沿 能 量 释放 率 的 角 分 布 
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图 18-21 双向 均 布 载荷 作用 下 不 同形 状 分 层 区 
最 大 能 量 释 放 率 随 厚度 比 的 变化 


荷 作用 于 椭圆 短 轴 方 向 时 能 量 释放 率 比 作用 于 椭圆 长 轴 方 向 时 
大 ,但 比 双向 均 布 载荷 作用 时 小 。 图 18 - 24、 图 18 -25 给 出 了 几 
种 形状 椭圆 分 层 区 在 分 别 只 有 = 或 y 方向 线性 载荷 作用 时 能 量 
释放 率 分 布 值 。 由 图 可 以 看 出 线性 载荷 作用 时 ,其 分 布 规 律 与 只 
有 工 方向 或 y 方向 受 均 布 载荷 作用 时 相似 ,在 与 均 布 载荷 合力 相 
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同 的 情况 下 , 幅 值 较 均 布 载荷 作用 时 小 。 

图 18-26 至 图 18-31 给 出 了 应 力 强度 因子 Ku 的 分 布 ， 
图 18 - 32 至 图 18 - 37 给 出 了 应 力 强度 因子 Ku 的 分 布 , 其 分 布 规 
律 与 能 量 释 放 率 的 分 布 规律 相似 。 


oo 


C 


fe R SE JK 3E/(N m’) 
` 


0 15 30 6 75 9 


45 
9/C) 


图 18 -22 x 方向 均 布 载荷 作用 下 能 量 释 放 率 的 角 分 布 


能 量 释 放 率 /(N = m’) 


0 15. 45 60 75 90 
e@/() 


图 18 -23 y 方 向 均 布 载荷 作用 下 能 量 释放 率 的 角 分 布 


644 


` 第 18 章 复合 材料 层 合板 三 维 分 层 力学 研究 Ú 


10 


a a 


MERREN m’) 
N 


oC) 


图 8 -24 x 方 向 线性 载荷 作用 下 能 重 释放 率 的 角 分 布 


0 15 30 45 60 75 9 
oI) 


图 18 -26 双向 均 布 载荷 作用 下 不 同形 状 分 层 区 分 层 前 沿 .Kr 的 角 分 布 
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图 18~27 双向 均 布 载荷 作用 下 不 同形 状 分 层 区 K 最 大 值 随 厚 度 比 的 变化 
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图 18-28 xz 方向 均 布 载荷 作用 下 Kx 的 角 分 布 
25 Ba=l 
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oK) 


18-29 ?方向 均 布 载荷 作用 下 Ki 的 角 分 布 
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0 15 30 75 9% 


45 60 
oK) 
W 18-30 x 方向 线性 载荷 作用 下 Kj 的 角 分 布 


图 18 -31 ?方向 线性 载荷 作用 下 Ki 的 角 分 布 


图 18 -32 双向 均 布 载荷 作用 下 不 同形 状 分 层 区 
分 层 前 沿 Kx 的 角 分 布 
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图 18-33 双向 均 布 载荷 作用 下 不 同形 状 分 层 区 
Ki 最 大 值 随 厚 度 比 的 变化 


图 18-35 ?方向 均 布 载荷 作用 下 K: 的 角 分 布 
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图 18-37 》 方 向 线性 载荷 作用 下 天 1 的 角 分 布 
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MRA 各 向 异性 边缘 裂纹 平面 问题 


角 分 布 函数 在 各 向 同性 情况 下 的 推广 


下 面 证 明 由 5. 2 节 所 得 应 力 与 位 移 表 达 式 同样 也 适用 于 各 向 
同性 材料 的 情况 。 
引入 小 量 , 使 各 向 异性 弹性 理论 中 的 复 参 数 改写 为 
m = ñi= (1—e)i, £ = ñi = (1 +e)i 


ë = (A-1) 
Aa = Mis M =e 
34 e—0 时 , 即 得 到 各 向 同性 的 极限 情况 。 
考虑 到 
z = z+ ny = r,(cos 0, + isin 和) (k = 1,2) 
(A-2) 
# 
r, = r (cos: 0 + sin 9 
cos 0, = Z cos 0, sin 0, = sin 0 (A-3) 
34 e<1 时 ,上 略 去 的 高 阶 小 量 ,可 以 写 出 如 下 的 近似 表达 式 : 
rn = r"(1 — mesin? 0), r? = r” (l + mesin? 0) 
sin m0, = sin m — mesin bcos cos m 0 
sin m0, = sin m + mesin gcos bcos m0 
cos mÜ, = cos mÜ + mesin cos Osin m0 
cos m0, = cos m0 — mesin Ocos Osin m0 
(A-4) 


将 式 (A -4) 代 入 式 (5- 112) 和 式 (5 - 114) ,并 略 去 es 二 阶 以 
上 的 高 阶 小 量 ,应 力 和 位 移 场 的 角 分 布 函数 可 化 为 如 下 形式 ， 


RW 一 一 2 [m — + )sin Osin (m= + )0— cos (m—+)%] 
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w 
Ris 
a) 
Ra 
RÈ 
zem 
(1) 
R>, 
o 
Rim 


以 及 
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3 


=2r t [(m- +)sin ñsis[m— a+ cos(m— z)°] 


=—2—— (m—)sin Geos (m — +) 


=— 2r"[msin 0sin(za — 1)0 — 2cos m0] 
=2r"msin 0sin(m — 1)0 
=— 2r"[msin 0cos(m — 1)0 — sin m0] 


se =2r”" (一 an +ax)sin Gsin (m 去 )4+ 
Can 十 aa) —— 


s% =— 2r™t | (一 as +az)sin Geos(m 一 +)°— 


2az — sin(m+ +) 
m +> 


se Hon 十 az)sin bsin mô + 


2an =k m peos + D] 
SW =— 2r™ [ (— an + an )sin Geos m0 — 
lan 十 azz) = z sinCm + DA] 


(A-5) 


附录 A 


A, (a 一 3az)A3 一 (aiz Łan )B: 


$= = Fran (As + Biy 

s — B, (au —3ar)Ai — (an +a) B 

=” T Anan CA; + Bh 

A A, (ai: +az)A? + (3a 一 ai )B? 

> Aran A; + By? AER 

ë _ — B, (an 十 az)A; 十 (3a — ax) B? 

es dxar (A? + B)’ | 
B, (an 3ar)A: — (az az)B? 

e" Fran CA; + B; 

e, = = A, (an 十 az)4， 十 (3au — aB, 

2” Anan CA; +BY 


式 中 


CD cos 8” 


A, = rcos 0 一 r 
B, = rsin 0 — r” sin @” 


这 里 ,”” 和 #"” 为 表示 第 n 个 小 钉 孔 位 置 处 的 极 坐标 。 
对 于 各 向 同性 问题 ,以 上 各 式 中 的 材料 常数 可 取 为 


an =an= E, an=- (A-7) 


将 式 (A -7) 代 入 表达 式 (A - 5) 和 式 (A -6), 容 易 证 明 : 所 有 和 角 分 
布 函数 均 可 转化 为 根据 各 向 同性 弹性 理论 所 导出 的 相应 表达 式 。 
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附录 B 关于 扩展 裂纹 尖端 场 中 独立 


待定 参量 个 数 的 分 析 


式 (10 -33) 的 推导 如 下 。 首 先 令 式 (10 -30) 中 9=0, 得 到 


— pp(0) =—or(0)[9(0)]" (B-1) 
由 此 解 得 式 (10 - 33) 中 第 一 式 
本 有 ar (0) 1/01) k 
fo = [ P ] (B-2) 


进一步 ,对 式 (10 -30) 关 于 8 求 导 , 经 化 简 可 得 
P'O) = sin) [Cu — DY cos 9 一 ppsin 0 — (arg™")’] 
(B-3) 
考虑 到 9 和 5, 的 对 称 性 ,以 及 当 0—0 时 上 式 右 方 属于 0/0 型 的 极 
限 ,从 而 设 lim 9Y'(0) 存 在 ,利用 罗 必 塔 法 则 及 式 (B- 2) 经 化 简 可 得 
lim PO) = [un + 1) 2] lim [oz) 9 一 十 p9] 


(B-4) 
由 于 
(az) ”一 mm — 1)o7 2 (0)? + mara, (B-5) 
及 o. 关于 9 对 称 , 得 到 
lim (cz) = m lim olim o” (B-6) 
[72 [> £ 


利用 式 (10 -9) RAO -18) . 式 (10 -31) . 式 (10 -32) 和 式 (B-6) 
得 到 
lim GD” =4 mar? (0) (2s, 0) + (s + 25, )A72 (0) + 


Ls; + 2A7(0)JA”(0)) (B-7) 
s = Q +2)222 十 1 十 1) 
s = Q +2)(1—2 (B-8) 
sı = 3(1 +å) 
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附录 B 


又 由 式 (10 -15) `. 式 (10 - 16)、 式 (10 - 31) 和 式 (10 - 32) 得 到 
T” 0) = [A”(0) + e JLZ(0)/g(0)] — nA”(0) — b 
(B-9) 
将 式 (B-9) 代 入 式 (B- 7), 83 Ñ (B - 7) 代 入 式 (B -4) 并 利用 


式 (B-2) 得 
go = 2n@(0) + mh L 900) J "[o, (0) J” 
en + D — 4J600) — mh L92002] " ' [a, (0) ]”°° 


: (B-10) 

h, =2s A" (0) + (s, + 2s,)A7 (0) 一 
Cs: +280) [b A7(0) + 6b:] (B-11) 
h, = [s + 2A" J[A" 0) + e, ] (B-12) 
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附录 C 关于 扩展 裂纹 尖端 场 中 塑性 


力学 全 量 理论 适用 性 的 讨论 


由 于 采用 了 塑性 力学 全 量 理论 ,所 以 必须 保证 应 力 和 应 变 按 
比例 变化 。 以 下 就 此 作 一 些 理论 验证 。 为 此 从 式 (12 - 7)、 
式 (12 - 14) 和 式 (12 - 20) 可 得 


da, = o, + dao (C-1) 

a r ; 
o = ars; (0), a = ars? (0) (C-2) 
a (0) = st, (0)sin 0 — ào ; (0)cos 9 (C-3) 
de, = L/B e, + daes (C-4) 


e= a/B)" r 
A = a(g) a 
(C-5) 
eA (0) = E% (O) sin 0 — nQ — u)e; (0)cos 0 (C-6) 
显然 , 式 (C - 1) 和 式 (C -4) 中 的 第 一 项 分 别 反映 了 应 力 和 应 
变 的 比例 变化 量 ,而 其 第 一 项 则 反映 了 非 比例 变化 量 。 鉴 于 o 与 
0} 属 同一 数量 级 ,sy 与 e# 属 同一 数量 级 ,为 保证 使 用 塑性 力学 全 量 
理论 的 有 效 性 , 需 限 制 


da da d(a/B)" 、 da 
a =: Ca/ 有 > (C-7) 
从 而 式 (C -DARC - 4) 中 的 非 比例 项 可 略 ,而 得 到 
_ da _ d(a/B)” T 
do; = 二 de; 一 a/p" (C-8) 


这 意味 满足 式 (C - 7) 或 式 (12 - 20) 的 区 域 ,r 很 小 ,但 不 应 是 
无 限 小 , 而 应 力 和 应 变 按 比例 变化 。 与 此 对 应 , 式 (12 - 21) 应 保 
留 第 一 项 而 得 到 式 (12 -22) 。 
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